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neuronová śıt’
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Opakováńı

Co jsme prob́ırali minule

1 Nejznáměǰśı spojité p̌renosové funkce pro perceptron

lineárńı (identita)

Úloha lineárńı regrese
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Opakováńı

Co jsme prob́ırali minule

2 Gradientńı metoda pro obecný perceptoron se spojitou a
diferencovatelnou p̌renosovou funkćı

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
~w(0) = (w0,w1, ...,wn)T

Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0
2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (~xt , dt) a spočti potenciál a

skutečný výstup neuronu:
ξt = ~xt ~w
yt = f (ξt)

3 Adaptuj váhy (proti směru gradientu chybové funkce):

~w(t + 1) = ~w(t)− α∂Ep

∂wi
= ~w(t) + αt f

′(ξt)(dt − yt)~x
T
t

(pro chybovou funkci SSE)
4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Opakováńı

Co jsme prob́ırali minule

2 Gradientńı metoda pro obecný perceptoron se spojitou a
diferencovatelnou p̌renosovou funkćı

Chybová funkce SSE:

E (~w) =
1

2

N∑
p=1

(dp−yp)2 =
1

2

N∑
p=1

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)2

=
N∑

p=1

Ep(~w)

Parciálńı derivace:
∂Ep

∂wi
=
∂Ep

∂yp

∂yp
∂ξp

∂ξp
∂wi

= −(dp − yp)f ′(ξp)xpi

Adaptačńı pravidlo (po p̌redložeńı p-tého vzoru v čase t)

wi (t + 1) = wi (t)− α∂Ep

∂wi
= wi (t) + αf ′(ξp)(dp − yp)xpi

pro vektor vah:

~w(t + 1) = ~w(t)− α∇Ep(~w) = ~w(t) + α(dp − yp)f ′(ξp)~xTp 4 / 68
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Opakováńı

Co jsme prob́ırali minule

Chybová funkce Cross-entropy

Velmi výhodná pro lineárńı klasifikaci v kombinaci s
p̌renosovými funkcemi sigmoida nebo tanh.

Penalizuje ńızké pravděpodobnosti správné ťŕıdy.

Nap̌r. pro sigmoidu:

E = −
∑
p

(dp log yp + (1− dp) log(1− yp))

gradient bude roven:
∂Ep

∂yp
= −dp

yp
+

(1−dp)
(1−yp)

po dosazeńı do vzorečku se některé členy navzájem výhodně
vykrát́ı a plat́ı:

∂Ep

∂wi
=
∂Ep

∂yp

∂yp
∂ξp

∂ξp
∂wi

=

(
1− dp
1− yp

− dp
yp

)
yp(1−yp)xpi = (yp−dp)xpi

→ efektivněǰśı učeńı a sńıžeńı rizika saturace neuronů
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Opakováńı

Co jsme prob́ırali minule

3 Předzpracováńı kategoriálńıch dat

Ordinal (label) encoding
Pro kategorie s pǒrad́ım, nap̌r. ńızký, sťredńı, vysoký a pro
právě dvě kategorie, nap̌r. levý, pravý hodnoty p̌revedeme na
č́ısla a p̌ŕıpadně normalizujeme:

Ńızký = -1, Sťredńı = 0, Vysoký = 1
Levý = -1, Pravý = 1

One-hot encoding
Pro nenávislé kategorie, nap̌r. barva auta, zv́ı̌re. Převedeme na
binárńı reprezentaci (z jednoho p̌ŕıznaku vznikne tolik sloupc̊u,
kolik je kategoríı) a p̌ŕıpadně normalizujeme:

Červená → [1,−1,−1], Modrá → [−1, 1,−1], Zelená
→ [−1,−1, 1]

Embeddings

pro složitěǰśı vztahy mezi kategoriálńımi hodnotami, nap̌r.
reprezentace slov a vět v p̌rirozeném jazyce
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Dnešńı hodina

1 Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů - dokončeńı

2 Neuronová śıt’ tvǒrená v́ıce vrstvami neuronů - úvod
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

1 Neurony s lineárńı p̌renosovou funkćı
→ mnohorozměrná lineárńı regrese

lineárńı neuronová śıt’

2 Neurony s logistickou nebo tanh p̌renosovou funkćı
→ lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (úloha rozpoznáváńı
vzor̊u)

jednovrstvý perceptron
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

Motivačńı p̌ŕıklad: klasifikace do v́ıce ťŕıd a kategoriálńı

hodnoty

Velikost Srst Mluv́ı? Tř́ıda
Malá Krátká Ne Kočka
Velká Dlouhá Ne Pes
Malá Žádná Ano Papoušek

Sťredńı Krátká Ne Kočka
... ...

Velikost Srst Mluv́ı? Kočka Pes Papoušek Kapr
-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1
0 0 -1 1 -1 -1 -1
... ... ... ... ...

Ukázka: categorical values.ipynb
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/categorical_values.ipynb
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

Př́ıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd a kategoriálńı hodnoty
Velikost Srst Mluv́ı? Kočka Pes Papoušek Kapr

-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1
0 0 -1 1 -1 -1 -1
... ... ... ... ...

Jak úlohu nauč́ıme?
1 pro každou kategorii nauč́ıme jeden neuron (jeden po druhém)

a sleṕıme výsledky ...

Velikost Srst Mluv́ı? Kočka
-1 0 -1 1
0 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
0 0 -1 1
... ...
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

Př́ıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd a kategoriálńı hodnoty
Velikost Srst Mluv́ı? Kočka Pes Papoušek Kapr

-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1
0 0 -1 1 -1 -1 -1
... ... ... ... ...

Jak úlohu nauč́ıme?

2 lépe: sestroj́ıme neuronovou śıt’ s jednou vrstvou neuronů a
nauč́ıme ji najednou
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Model je reprezentován matićı vah

W =

 w01 w02 ... w0m

... ... ...
wn1 wn2 ... wnm


každému neuronu odpov́ıdá jeden sloupec matice
maj́ı-li jednotlivé neurony p̌renosovou funkci f : R → R,
definujeme f (~ξ) = (f (ξ1), ..., f (ξN))T

12 / 68
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

W =

 w01 w02 ... w0m

... ... ...
wn1 wn2 ... wnm


perceptron layer.ipynb

Výstup modelu:
~y = f (~ξ) = f (~xW )

Trénovaćı množina je ve tvaru T = (X ,D)
x10 = 1 x11 ... x1n d11 ... d1m

... ... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN1 ... dNm

Y = f (Ξ) = f (XW )
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/perceptron_layer.ipynb
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

1 Neurony s lineárńı p̌renosovou funkćı
→ mnohorozměrná lineárńı regrese

lineárńı neuronová śıt’

2 Neurony s logistickou nebo tanh p̌renosovou funkćı
→ lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (úloha rozpoznáváńı
vzor̊u)

jednovrstvý perceptron
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı neuronová śıt’

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

tvǒrena jednou vrstvou lineárńıch neuronů (v́ıce vrstev by
nep̌rineslo žádný benefit - na rozmyšlenou)
mnohorozměrná lineárńı regrese
výstup modelu:

Y = XW

Učeńı metodou LSQ

W = (XTX )−1XTD

Učeńı gradientńı metodou
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Učeńı gradientńı metodou - r̊uzné strategie:

1 v každém kroku adaptuji váhy jen jednoho náhodně zvoleného
neuronu

2 váhové vektory všech neuronů adaptuji současně
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Učeńı gradientńı metodou ... nap̌r. chybová funkce SSE

ESSE (W ) =
m∑
j=1

ESSE (~wj) =
1

2

m∑
j=1

N∑
p=1

(dpj − ypj)
2

=
1

2

m∑
j=1

N∑
p=1

(
dpj − f (

n∑
i=0

wijxpi )

)2

=
N∑

p=1

Ep(W )

Ep(W ) =
1

2

m∑
j=1

(dpj − ypj)
2 ... je chybová funkce pro jeden vzor

Parciálńı derivace:

∂Ep

∂wij
=
∂Ep

∂ypj

∂ypj
∂ξpj

∂ξpj
∂wij

= −(dpj − ypj)f
′(ξpj)xpi
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Učeńı gradientńı metodou

Adaptačńı pravidlo pro jednu váhu:

wij(t + 1) = wij(t) + αt(dtj − ytj)f
′(ξtj)xti

Adaptačńı pravidlo pro jeden neuron s vektorem vah ~wj :

~wj(t + 1) = ~wj(t) + αt(dtj − ytj)f
′(ξtj)~x

T
t

Adaptačńı pravidlo pro jednu vrstvu neuronů s matićı vah W :

W (t + 1) = W (t) + αt~x
T
t [f ′(~ξt) ◦ (~dt − ~yt)]

velmi efektivńı výpočet
◦ ... Hadamardův (prvkový, element-wise) součin vektor̊u
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Učeńı gradientńı metodou

Adaptačńı pravidlo pro jednu vrstvu neuronů s matićı vah W :

W (t + 1) = W (t) + αt~x
T
t [f ′(~ξt) ◦ (~dt − ~yt)]

velmi efektivńı výpočet
◦ ... Hadamardův (prvkový, element-wise) součin vektor̊u

Adaptačńı pravidlo pro dávkovou variantu:

Xit = XW

Yt = f (Xit)

W (t + 1) = W (t) + αtX
T
t [f ′(Xit) ◦ (Dt − Yt)]

ještě efektivněǰśı výpočet
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Obecné schéma gradientńıho algoritmu (GD, gradient
descent)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
W (0) tvaru (n + 1)×m
Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (~xt , ~dt) a spočti potenciál a
skutečný výstup modelu: ~ξt = ~xtW
~yt = f (~ξt)

3 Adaptuj váhy:

W (t + 1) = W (t) + αt~x
T
t [f ′(~ξt) ◦ (~dt − ~yt)]

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.

20 / 68
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Obecné schéma dávkového gradientńıho algoritmu (batch
GD)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
W (0) tvaru (n + 1)×m
Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož trénovaćı množinu X a spočti potenciál a skutečný
výstup modelu: Xit = XW
Yt = f (Xit)

3 Adaptuj váhy:

W (t + 1) = W (t) + αtX
T
t [f ′(Xit) ◦ (Dt − Yt)]

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.

perceptron layer.ipynb
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/perceptron_layer.ipynb
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Mnohorozměrná lineárńı regrese

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

model: neuronová śıt’ tvǒrena jednou vrstvou lineárńıch
neuronů (v́ıce vrstev by nep̌rineslo žádný benefit - na
rozmyšlenou)
chybová funkce pro učeńı gradientńı metodou: SSE(základ),
MSE (sťredńı kvadratická chyba), MAE (sťredńı absolutńı
chyba, pro data s odlehlými vzory )

Atmosferický tlak Intenzita větru Teplota Riziko srážek
-1.3 -0.5 -0.2 0.9
... ... ... ... 22 / 68
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

model: jedna vrstva neoronů s tanh p̌renosovou funkćı nebo
sigmoidou (pak je ťreba požadované výstupy kódovat binárně)
chybová funkce pro učeńı gradientńı metodou: SSE,
cross-entropy (menš́ı riziko saturace)
vyhodnocovaćı kriteria: nap̌r. p̌resnost (accuracy) - procento
správně rozpoznaných vzor̊u

Velikost Srst Mluv́ı? Kočka Pes Papoušek Kapr
-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
... ... ... ... ... 23 / 68
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

počet neuronů v śıti zvoĺıme stejný jako počet ťŕıd
každý neuron se během učeńı uč́ı rozpoznávat vzory z jedné ze
ťŕıd

Jak zjist́ım v́ıtěznou ťŕıdu?

argmax
kmax = argmaxkyk

softmax - pro spojitou p̌renosovou funkci

softmax(yk) =
eyk∑m
j=1 e

yj 24 / 68
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

Jak zjist́ım v́ıtěznou ťŕıdu?

argmax
kmax = argmaxk yk

... index v́ıtězné ťŕıdy

softmax - pro spojitou p̌renosovou funkci źıskáme
pravděpodobnosti jednotlivých ťŕıd

softmax(yk) =
eyk∑m
j=1 e

yj

V knihovnách je softmax často implementován jako speciálńı
výstupńı plně propojená vrstva.
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Cross-entropy pro v́ıce ťŕıd

Chybová funkce Cross-entropy pro v́ıce ťŕıd:

Použ́ıvá se pro klasifikaci do v́ıce ťŕıd v kombinaci se softmax
výstupem.

E = −
N∑

p=1

m∑
j=1

dpj log ypj (1)

dpj je požadovaný výstup (1 pro správnou ťŕıdu, jinak 0),

ypj je pravděpodobnost ťŕıdy j źıskaná softmaxem.

Gradient chyby vzhledem k vahám:

∂Ep

∂wij
= (ypj − dpj)xpi (2)

→ Efektivněǰśı učeńı, p̌rirozená interpretace jako negativńı log
pravděpodobnosti správné ťŕıdy.
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Př́ıklady

perceptron layer.ipynb

Ukázka vlastńı implementace jednovrstvé neuronové śıtě

Jednoduchý p̌ŕıklad: žlučńık (p̌ŕıklad 1) rozš́ı̌rený o daľśı
výstupńı proměnné

Pozorováńı: gradientńı hodnota si s úlohami porad́ı, i když
učeńı trvá déle a je obt́ıžněǰśı nastavit správně hyperparametry

Obt́ıžněǰśı p̌ŕıklad: ṕısmena

Zde se plně projev́ı výhoda chybové funkce Cross-entropy nad
SSE
Dávkové učeńı je výrazně efektivněǰśı než iterativńı
Pozorováńı: skoky u chybové funkce a saturace neuronů u SSE
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Dnešńı hodina

1 Neuronová śıt’ tvǒrená jednou vrstvou neuronů - dokončeńı

2 Neuronová śıt’ tvǒrená v́ıce vrstvami neuron̊u - úvod
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP,
1980)

hierarchická -sekvenčńı- architektura, neurony jsou
uspǒrádány do vrstev

dense layers (plně propojené vrstvy): všechny neurony v
jedné vrstvě jsou propojeny právě se všemi neurony z
následuj́ıćı vrstvy

Speciálńı vstupńı vrstva:

odpov́ıdá vstupům neuronové śıtě

Výstupńı vrstva

výstup (odezva) neuronové śıtě
odpov́ıdá výstupům (aktivitám)
výstupńıch neuronů

Zbylé vrstvy jsou skryté. výstupní vrstvavstupní vrstva skryté vrstvy
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

neurony se skokovou lineárńı funkćı nebo s jej́ı spojitou
aproximaćı (sigmoid, tanh)

Zdroj: E.Volná: Neuronové śıtě 1, Ostrava, 2008
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

→ pro libovolné klasifikačńı úlohy je dostačuj́ıćı ḿıt neuronovou śıt’

se dvěma skrytými vrstvami a jednou výstupńı
A co v́ıcevrstvá lineárńı śıt’?

Skládat lineárńı vrstvy za sebe nemá smysl - v́ıce lineárńıch
vrstev za sebou je ekvivaletńıch jedné lineárńı vrstvě

Lze MLP použ́ıt pro řešeńı regresńıch úloh?

Ano, ale pouze výstupńı vrstva bývá lineárńı.

Pro zachyceńı nelineárńıch závislost́ı ve skrytých vrstvách je
nutné použ́ıt nelineárńı aktivačńı funkce (nap̌r. ReLU,
sigmoid, tanh).
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Univerzálńı aproximačńı věta (Cybenko, 1989; Hornik et al.,
1989)

Vrstevnatá neuronová śıt’ s jednou skrytou vrstvou s
dostatečným počtem neuronů a nelineárńı aktivačńı funkćı
stač́ı k aproximaci libovolné spojité funkce na kompaktńı
množině.

V praxi se však v́ıce osvědčuj́ı śıtě s v́ıce skrytými vrstvami:

snazš́ı a rychleǰśı konvergence p̌ri učeńı
efektivněǰśı reprezentace složitěǰśıch funkćı s méně parametry
(hlubš́ı śıtě obvykle poťrebuj́ı méně neuronů)
lepš́ı schopnost śıtě zobecňovat.
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP,
1980)

hierarchická sekvenčńı architektura: neurony jsou uspǒrádány
do vrstev

dense layers (plně propojené vrstvy): všechny neurony v
jedné vrstvě jsou propojeny právě se všemi neurony z
následuj́ıćı vrstvy

Speciálńı vstupńı vrstva:

odpov́ıdá vstupům neuronové śıtě

Výstupńı vrstva

výstup (odezva) neuronové śıtě
odpov́ıdá výstupům (aktivitám)
výstupńıch neuronů

Zbylé vrstvy jsou skryté. výstupní vrstvavstupní vrstva skryté vrstvy
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP)

Jak ji implementovat?

posloupnost (seznam) vrstev L0, ..., Lmax

jednu vrstvu již implementovat uḿıme

Výpočet odezvy (výstupu) u vrstevnaté neuronové śıtě:

dop̌redným pr̊uchodem (forward pass)

postupujeme po vrstvách směrem od vstupńı vrstvy po
výstupńı:

aktuálńı vrstvě p̌redlož́ıme jej́ı vstup
spočteme výstup vrstvy
ten poslouž́ı jako vstup následuj́ıćı vrstvy
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP)

Forward pass (dop̌redný pr̊uchod): výpočet odezvy u
vrstevnaté neuronové śıtě:

pro daný vstupńı vektor ~x délky n model spoč́ıtá výstupńı
vektor ~y délky m

1 výstup neuronů ve vstupńı vrstvě:
yi = xi

2 Postupujeme ve směru od prvńı
skryté vrstvy k výstupńı a pro
každý neuron j spočteme (a
zapamatujeme si) jeho výstup yj
(využijeme k tomu aktivity neuronů
v p̌redchoźı vrstvě):
yj = f (ξj) = f (

∑
i wijyi + bi ) (i je

index p̌res neurony ve vrstvě
p̌redcházej́ıćı neuronu j)

3 Výstup śıtě ~y = (y1, ..., ym) tvǒŕı
výstupy neuronů ve výstupńı vrstvě

výstupní vrstvavstupní vrstva skryté vrstvy 39 / 68



Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP)

Forward pass (dop̌redný pr̊uchod): výpočet odezvy u
vrstevnaté neuronové śıtě:

opět si zjednoduš́ıme a zefektivnńıme výpočet pomoćı
maticových operaćı a fiktivńıch vstupů (zde neuronů)

Fiktivńı neurony

ke každé skryté vrstvě (podobně
jako ke vstupńı) p̌ridáme jeden
fiktivńı neuron s konstantńım
výstupem 1, který bude
reprezentovat prahy (biasy)
neuronů v následuj́ıćı vrstvě
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer perceptron, MLP)

Maticová reprezentace vrstevnaté
neuronové śıtě:

mějme vrstevnatou neuronovou śıt’

s vrstvami
L0 (vstupńı),...,Lmax (výstupńı)

váhy všech neuronů můžeme
reprezentovat pomoćı matic
W1, ...,WLmax

WL ... matice vah mezi vrstvou
L− 1 a L o rozměrech
(nL−1 + 1)× nL

(podobně jako pro jednovrstvou
neuronovou śıt’)

W1 W3W2

L1 L3L2L0

41 / 68



Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Výpočet odezvy neuronové śıtě maticově I.

1 Předlož́ıme vstupńı vzor ~x
2 Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně

spoč́ıtáme vektory výstupů těchto vrstev
~y0, ..., ~yLmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): ~y0 = ~x
Pro L = L1..., Lmax :

~zL = f (~ξL) = f (~yL−1WL)

~yL = (1|~zL)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou
(L-1) a L

3 Výstup śıtě ~y = (y1, ..., ym) = ~yLmax tvǒŕı
výstupy neuronů ve výstupńı vrstvě

→ velmi efektivńı

W1 W3W2

L1 L3L2L0

yL0 yL1 yL2 yL3
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Výpočet odezvy neuronové śıtě maticově II.

1 Předlož́ıme matici vstupńıch vzor̊u X
2 Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně

spoč́ıtáme matice výstupů těchto vrstev
Y0, ...,YLmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): Y0 = X
Pro L = L1, .., Lmax :

ZL = f (ξL) = f (YL−1WL)

YL = (1|ZL)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou
(L-1) a L

3 Výstup śıtě Y = YLmax tvǒŕı výstupy
neuronů ve výstupńı vrstvě

→ ještě efektivněǰśı

W1 W3W2

L1 L3L2L0

yL0 yL1 yL2 yL3
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Neuronové śıtě 1 - Jednovrstvá a v́ıcevrstvá neuronová śıt’

Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Konfigurace neuronové śıtě:

vektor vah (a bias̊u) všech neuronů v śıti ~w ∼ vektor všech
parametr̊u modelu

Jak vrstevnatou neuronovou śıt’ budeme učit?

můžeme použ́ıt gradientńı metodu pro zvolenou chybovou
funkci E a vektor všech parametr̊u modelu ~w :

~w(t + 1) = ~w(t)− α∇E (~w)

výpočet parciálńıch derivaćı a proces adaptace vah budou
složitěǰśı než u jedné vrstvy neuronů

výpočet značně zjednoduš́ı algoritmus zpětného š́ı̌reńı chyby
(backpropagation)
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

(Werbos, Rumelhart, 1974-1986)
Máme k dispozici

Trénovaćı množina T s N trénovaćımi vzory (~xp, ~dp).
xp = (xp1 , ..., x

p
n ) ... vstupńı vzor

dp = (dp
1 , ..., d

p
m) ... požadovaný výstup

x10 = 1 x11 ... x1n d11 ... d1m

... ... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN1 ... dNm

Vrstevnatá neuronová śıt’ s danou architekturou a s n + 1
vstupńımi a m výstupńımi neurony. Neurony muśı ḿıt
spojitou, diferencovatelnou p̌renosovou funkci.

Ćıl

Nastavit váhy všech neuronů v śıti tak, aby byl skutečný
výstup śıtě stejný jako požadovaný.
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

Ćılová (chybová) funkce

ḿısto SSE se často použ́ıvá MSE (mean squared error) ...
pr̊uměrná chyba p̌res všechny vzory EMSE = ESSE/N

pro jeden trénovaćı vzor:

Ep(~w) =
1

2

m∑
j=1

(dpj − ypj)
2

pro celou trénovaćı množinu:

E (~w) =
1

N

N∑
p=1

Ep =
1

2N

N∑
p=1

m∑
j=1

(dpj − ypj)
2

ale použ́ıvaj́ı se i jiné chybové funkce (nap̌r. cross-entropy)

Ćıl algoritmu zpětného š́ı̌reńı

minimalizace chybové funkce E na dané trénovaćı množině T
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

Základńı princip: je to standardńı gradientńı metoda

1 náhodně inicializuj parametry modelu (váhy a biasy)
2 opakuj trénovaćı cyklus:

p̌riprav dávku (batch) trénovaćıch vzor̊u X a odpov́ıdaj́ıćıch
požadovaných výstupů D
spočti skutečný výstup (odezvu) modelu Y
spočti chybu modelu (jak moc se lǐśı Y a D)
aktualizuj parametry (váhy a biasy) tak, aby se chyba modelu
o něco zmenšila (tj. proti směru gradientu chybové funkce)

wi (t + 1) = wi (t)− αt
∂Et

∂wi

Hezké vizualizace hladin chybové funkce:
https://jithinjk.github.io/blog/nn loss visualized.md.html
https://izmailovpavel.github.io/curves blogpost/
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

Základńı princip (backpropagation)
1 Spočteme skutečnou odezvu śıtě

pro daný trénovaćı vzor (nebo
dávku vzor̊u).

jedńım pr̊uchodem od vstupńı
vrstvy směrem k výstupńı
(forward pass)

2 Porovnáme skutečnou a
požadovanou odezvu śıtě.

3 Adaptujeme váhy a prahy:

proti směru gradientu chybové
funkce
jedńım pr̊uchodem od výstupńı
vrstvy směrem ke vstupńı
(backward pass)

1. dopředný průchod

2. zpětný průchod

48 / 68
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

Chybová funkce pro jeden trénovaćı vzor (~xt , ~dt) a skutečný
výstup śıtě ~yt :

Et =
1

2

m∑
j=1

(dtj − ytj)
2

Parciálńı derivace:
∂Et

∂wij
=
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

Adaptačńı pravidlo pro váhu z neuronu i do neuronu j v čase t:

wij(t + 1) = wij(t) +4wij(t),

4wij(t) je p̌ŕır̊ustek váhy wij p̌risṕıvaj́ıćı k minimalizaci Et

4wij(t) = −α ∂Et

∂wij
= −α∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

α je parametr učeńı (learning rate) 49 / 68
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

Myšlenka

Neńı ťreba poč́ıtat parciálńı derivace ∂Et
∂wij

= ∂Et
∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

pro

každou váhu nezávisle (to by bylo extrémně neefektivńı)

Abychom spoč́ıtali ∂Et
∂wij

pro nějakou váhu, konkrétně jej́ı člen

δj = ∂Et
∂ξtj

, můžeme využ́ıt chybové členy δk = ∂Et
∂ξtk

spoč́ıtané

pro neurony k v následuj́ıćı vrstvě.

→ Jedńım zpětným pr̊uchodem (vrstvu po vrstvě) spoč́ıtáme
tyto chybové členy δj pro každý neuron j

Dopoč́ıtat ∂Et
∂wij

= δj
∂ξtj
∂wij

pro každou váhu již pak je snadné
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

Označme

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

=
∂Et

∂ξtj
... chybový člen pro nejuron j

→ to je chybový člen, který budeme propagovat
Pak

4wij(t) = −α∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

= −αδtj
∂ξtj
∂wij

= −αδtjyti

kde:
∂ξtj
∂wij

=
∂(
∑

k wkjytk)

∂wij
= yti

(k je index p̌res všechny neurony ve vrstvě p̌redcházej́ıćı j)
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

I. Pro neurony j ve výstupńı vrstvě:

Et =
1

2

m∑
j=1

(dtj − ytj)
2

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

= −(dtj − ytj)f
′(ξtj)

Pro váhy wij mezi posledńı skrytou vrstvou a výstupńı:

4wij(t) = −αδtjyti = α(dtj − ytj)f
′(ξtj)yti
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Pro neurony j v posledńı skryté vrstvě:

Et =
1

2

m∑
k=1

(dtk − ytk)2 =
1

2

m∑
k=1

(dtk − f (ξtk))2

=
1

2

m∑
k=1

(dtk − f (
∑
j

wjkytj))2

(k je index p̌res všechny výstupńı neurony, j je index p̌res všechny
neurony v posledńı skryté vrstvě)

∂Et

∂ytj
=

m∑
k=1

∂Et

∂ytk

∂ytk
∂ytj

=
m∑

k=1

∂Et

∂ytk

∂ytk
∂ξtk

∂ξtk
∂ytj

=
m∑

k=1

δtk
∂ξtk
∂ytj

=
m∑

k=1

δtkwjk

53 / 68
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Pro neurony j v posledńı skryté vrstvě:

∂Et

∂ytj
=

m∑
k=1

δtkwjk

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

=

(
m∑

k=1

δtkwjk

)
f ′(ξtj)

Pro váhy wij mezi p̌redposledńı a posledńı skrytou vrstvou:

4wij(t) = −αδtjyti = −α

(
m∑

k=1

δtkwjk

)
f ′(ξtj)yti

(k je index p̌res všechny výstupńı neurony)
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Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Pro neurony j v libovolné skryté vrstvě:

∂Et

∂ytj
=

∑
k

∂Et

∂ytk

∂ytk
∂ytj

=
∑
k

∂Et

∂ytk

∂ytk
∂ξtk

∂ξtk
∂ytj

=
∑
k

δtk
∂ξtk
∂ytj

=
∑
k

δtkwjk

(index k jde p̌res všechny neurony v následuj́ıćı vrstvě)

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

= (
∑
k

δtkwjk)f ′(ξtj)
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Celkem:
wij(t + 1) = wij(t)− αδtjyti ,

kde

pro výstupńı neuron j:

δtj = f ′(ξtj)(ytj − dtj).

pro skrytý neuron j:

δtj = f ′(ξtj)
∑
k

(δtkwjk).
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Adaptačńı pravidla

Připomenut́ı: Výpočet derivace p̌renosové funkce

Sigmoidálńı ... logsig

y = f (ξ) =
1

1 + e−λξ

f ′(ξ) = λy(1− y)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Hyperbolický tangens ... tanh

y = f (ξ) =
1− e−2λξ

1 + e−2λξ

f ′(ξ) = λ2(1 + y)(1− y)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

57 / 68
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (iterativńı varianta)

1 Inicializace śıtě
Inicializujeme váhy a prahy malými náhodnými hodnotami

2 Předlož́ıme daľśı trénovaćı vzor ve tvaru (~xt , ~dt)
3 Dop̌redný výpočet:

Postupujeme ve směru od vstupńı vrstvy k výstupńı a pro
každý neuron j spočteme (a zapamatujeme si) jeho výstup ytj
(využijeme k tomu aktivity neuronů v p̌redchoźı vrstvě, včetně
fiktivńıho)

ytj = f (ξtj) = f (
∑
i

wijyti )

(i je index p̌res neurony ve vrstvě p̌redcházej́ıćı neuronu j)
Výpočet provád́ıme samožrejmě maticově po vrstvách
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (iterativńı varianta)

3 Dop̌redný výpočet maticově:
Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně spoč́ıtáme vektory
výstupů těchto vrstev ~yL0 , ..., ~yLmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): ~yL0 = ~x

Pro L = L1..., Lmax :

~zL = f (~ξL) = f (~yL−1WL)

~yL = (1|~zL)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou
(L-1) a L

W1 W3W2

L1 L3L2L0

yL0 yL1 yL2 yL3

Výstup śıtě ~y = (y1, ..., ym) = ~yLmax tvǒŕı výstupy neuronů ve
výstupńı vrstvě
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (batch varianta)

Dop̌redný výpočet maticově pro batch GD:

1 Předlož́ıme matici vstupńıch vzor̊u X
2 Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně spoč́ıtáme matice

výstupů těchto vrstev Y0, ...,YLmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): Y0 = X
Pro L = L1, .., Lmax :

ZL = f (ξL) = f (YL−1WL)

YL = (1|ZL)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou (L-1) a L

3 Výstup śıtě Y = YLmax tvǒŕı výstupy neuronů ve výstupńı
vrstvě
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (iterativńı varianta)

4 Zpětný výpočet Postupujeme ve směru od výstupńı vrstvy k
prvńı skryté a pro každý neuron j spočteme (a zapamatujeme
si) chybový člen δtj pro každý neuron j a aktualizujeme
všechny váhy wij vedoućı do vrcholu j (ve směru od výstupńı
vrstvy k vstupńı):

Pro výstupńı neurony j spočteme:

δtj = f ′(ξtj)(ytj − dtj)

Pro skryté neurony j spočteme:

δtj = f ′(ξtj)
∑
k

(δtkwjk).

(k je index p̌res neurony ve vrstvě následuj́ıćı po vrstvě
obsahuj́ıćı neuron j)
Pro váhu každé hrany (z nějakého neuronu i včetně fiktivńıho)
do neuronu j:

wij(t + 1) = wij(t)− αδtjyti 61 / 68
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (iterativńı varianta)

4 Zpětný výpočet maticově
Pro vrstvy L = Lmax , ..., L1 postupně spoč́ıtáme chybové členy
~δL a aktualizujeme matice vah WL mezi vrstvami (L-1) a L:

Pro výstupńı vrstvu Lmax spočteme:

~δLmax = f ′(~ξLmax ) ◦ (~yt − ~dt)

Pro skryté vrstvy L spočteme:

~δL = (f ′(~ξL) ◦ ~δL+1)W T
L+1.

Aktualizujeme matici vah WL mezi vrstvami (L-1) a L:

WL(t + 1) = WL(t)− α~yT
L−1

~δL
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (batch varianta)

Zpětný výpočet maticově pro batch GD:

Pro vrstvy L = Lmax , ..., 1 postupně spoč́ıtáme chybové členy
∆L a aktualizujeme matice vah WL mezi vrstvami (L-1) a L:

Pro výstupńı vrstvu Lmax spočteme:

∆Lmax = f ′(ξLmax ) ◦ (Y − D)

Pro skryté vrstvy L spočteme:

∆L = (f ′(ξL) ◦ δL+1)W T
L+1

Aktualizujeme matici vah WL mezi vrstvami (L-1) a L:

WL(t + 1) = WL(t)− αY T
L−1∆L
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (iterativńı varianta)

5 Ukončuj́ıćı podḿınka
Pokud neńı splněna ukončuj́ıćı podḿınka, vrát́ıme se zpět ke
kroku 2.

Předem daný maximálńı počet epoch.
Časový limit.
Jakmile je pr̊uměrná chyba na trénovaćı množině dostatečně
malá ... E < Emin

Jakmile p̌restane klesat pr̊uměrná chyba na validačńı množině
dat .... early stopping
Jakmile je p̌ŕır̊ustek vah ∆w moc malý ... |∆w | < ∆min
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Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Jak p̌redkládat trénovaćı vzory? .... r̊uzné strategie (už známe):
1 iterativně po epochách (online GD): během jedné epochy

se každý vzor p̌redlož́ı právě jednou, v rámci každé epochy
vzory náhodně uspǒrádáme

maximálńı počet epoch .... kolikrát se p̌redlož́ı celá trénovaćı
množina

2 dávkově po epochách (batch GD):

celá trénovaćı množina se p̌redlož́ı najednou a váhy se adaptuj́ı
najednou pro celou trénovaćı množinu

3 dávkově po mini-batch́ıch (SGD, stochastic gradient
descend)

trénovaćı množina se náhodně rozděĺı na malé podmnožiny
vzor̊u (mini-batch) a ty se iterativně se v náhodném pǒrad́ı
p̌redlož́ı dávkově
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Učeńı vrstevnaté neuronové śıtě

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Diskuse uč́ıćı strategie

Online GD

rychlé učeńı, ale poměrně nestabilńı (algoritmus snižuje chybu
pro aktuálńı vzor → chyba se může z zvýšit pro ostatńı vzory)
vyš̌śı citlivost na odlehlé vzory a na volbu hyperparametr̊u,
náhodnost (ale možnost úniku z lokálńıch minim)

Batch GD

stabilněǰśı, efektivńı pro malá data
výpočetně a pamět’ově náročný pro velká data
vyš̌śı citlivost na šum

Mini-batch SGD

spojuje výhody obou p̌redchoźıch metod
použ́ıvá se pro velké datové sady a hluboké śıtě
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Hlavńı frameworky pro hluboké učeńı v Pythonu

TensorFlow: Open-source knihovna od Googlu.
Výkonný framework pro AI aplikace (mobil, server).
Umožňuje jak dynamické, tak statické grafy výpočt̊u.

PyTorch: Open-source knihovna od Meta (Facebooku).
Flexibilńı a intuitivńı, ideálńı pro výzkum a akademickou sféru.
Dynamické výpočtové grafy, snadné debugováńı.

Keras: Univerzálńı High-level API.
Srozumitelné a p̌ŕıstupné začátečńık̊um.
Ideálńı pro rychlé prototypováńı, běž́ı nad TensorFlow, JAX
nebo PyTorch.

PyTorch Lightning: High-level rozš́ı̌reńı PyTorchu.
Odstraňuje opakuj́ıćı se kód p̌ri trénováńı model̊u.
Podporuje v́ıce GPU, škálováńı model̊u a snadnou
reprodukovatelnost.

JAX: Optimalizovaný pro výpočetńı rychlost a výzkumné
experimenty.
Dř́ıve populárńı Theano, dnes již nepodporovaný.
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Př́ıklady

NN libraries.ipynb

Okomentované ukázky p̌redńıch pythonovských framework̊u
pro (hluboké) neuronové śıtě (Keras, Tensorflow, PyTorch,
Lightning) a jejich srovnáńı na jednoduché úloze binárńı
klasifikace

Automatické symbolické derivováńı tensor̊u v Tensorflow a
PyTorch

Frameworky a podpora GPU
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