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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Opakovani

Co jsme probirali minule
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Opakovani

Co jsme probirali minule

@ Gradientni metoda pro obecny perceptoron se spojitou a
diferencovatelnou pfenosovou funkci
@ Inicializuj vdahy malymi ndhodnymi redlnymi hodnotami ....
w(0) = (wo, wi, ..., w,) T
Inicializuj parametr uéeni ag.... 1 > g > 0
® Ptedloz dal3i trénovaci vzor (X;, d;) a spocti potencidl a
skute¢ny vystup neuronu:

§e = Xew
ye = f(&)
© Adaptuj vahy (proti smé&ru gradientu chybové funkce):

0E,
aW,'
(pro chybovou funkci SSE)

@ PYipadné& aktualizuj parametr uleni : a; — Qi1
© Pokud neni konec, ptejdi ke kroku 2.

W(t+1) = w(t) — an® = w(t) + af (&)(de — yo )X
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Opakovani

Co jsme probirali minule

@ Gradientni metoda pro obecny perceptoron se spojitou a
diferencovatelnou pfenosovou funkci

Chybova funkce SSE:

1N T 2 N
E(W):EZ(CIP ¥p)? —22<d _fZWI Xpi ) = Ep(w)

p=1 p=1

Parcialni derivace:
gf/’ gip gg: gij = —(dp = ¥p)f'(£p)Xpi
Adaptaini pravidlo (po predloZeni p-tého vzoru v &ase t)
8E
8W,

wi(t +1) = wi(t) — = w;(t) + af/(fp)( — Yp)Xpi

pro vektor vah:
w(t +1) = w(t) — aVE,(w) = w(t) + a(d, — yP)f/(gp))?;;r 4/68
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Opakovani

Co jsme probirali minule

Chybova funkce Cross-entropy
@ Velmi vyhodna pro linedrni klasifikaci v kombinaci s
pfenosovymi funkcemi sigmoida nebo tanh.
@ Penalizuje nizké pravdépodobnosti spravné tfidy.
@ Nap¥. pro sigmoidu:

E=— Z(dp log yp + (1 — dp) log(1 — yp))
p

. . OE, dy | (1—dp)
° B aliivie
gradient bude roven By, v T =)

@ po dosazeni do vzoretku se nékteré ¢leny navzdjem vyhodné
vykrdti a plati:
0E, OE, 0y, 0&p (1 —dp dp>
= — =(—F--— 1—yp)xpi = (Vp—dp)Xpi
dw; Dy, 08, 0w \1—y, y, ) PIYePe = e do)

— efektivn&jsi ueni a sniZenf rizika saturace neuroni
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Opakovani

Co jsme probirali minule

© Predzpracovani kategorialnich dat

Ordinal (label) encoding
@ Pro kategorie s pofadim, nap¥. nizky, stfedni, vysoky a pro
pravé dvé kategorie, nap¥. levy, pravy hodnoty pfevedeme na
¢isla a p¥ipadné normalizujeme:
o Nizky = -1, Stfedni =0, Vysoky =1
o Levy =-1, Pravy =1
One-hot encoding
@ Pro nendvislé kategorie, napf. barva auta, zvife. Pfevedeme na
bindrni reprezentaci (z jednoho p¥iznaku vznikne tolik sloupci,
kolik je kategorii) a pfipadn& normalizujeme:
o Cervend — [1,—1,—1], Modrd — [-1,1,—1], Zelend
—[-1,-1,1]
Embeddings

N4

@ pro sloZitéjsi vztahy mezi kategoridlnimi hodnotami, napft.

reprezentace slov a vét v pfirozeném jazyce
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Dnedni hodina

@ Neuronova sit tvofend jednou vrstvou neuronil - dokon&eni

@ Neuronovi sit tvofend vice vrstvami neurond - Gvod
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

© Neurony s linearni pfenosovou funkci
— mnohorozmérna linearni regrese
o linedrni neuronova sit
@ Neurony s logistickou nebo tanh p¥enosovou funkci
— linearni klasifikace do vice t¥id (iloha rozpoznavani
vzori)
e jednovrstvy perceptron
8/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit

Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

Motivacni priklad: klasifikace do vice tfid a kategorialni

Velikost  Srst Miluvi? T¥ida
Mala Kratka Ne Kocka
hodnoty Velka Qlouhé Ne Pes
Mala Zadna Ano Papousek
Sttedni  Kratka Ne Kocka

Velikost Srst Mluvi?

Kotka Pes Papousek Kapr

-1 0
1 1
-1 -1
0 0

-1
-1

-1

1

1
-1
-1

1

Ukazka: categorical_values.ipynb

-1 -1 -1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 -1
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/categorical_values.ipynb

Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

Ptiklad klasifikace do vice tfid a kategoridlni hodnoty

Velikost Srst Miuvi? | Ko¢ka Pes Papousek Kapr
-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1
0 0 -1 1 -1 -1 -1

Jak dlohu nau¢ime?
@ pro kazdou kategorii nau¢ime jeden neuron (jeden po druhém)
a slepime vysledky ...

Velikost Srst Miuvi? | Kocka

-1 0 -1 1
0 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
0 0 -1 1
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Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

Ptiklad klasifikace do vice tfid a kategoridlni hodnoty

Velikost Srst Miuvi? | Ko¢ka Pes Papousek Kapr
-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1
0 0 -1 1 -1 -1 -1

Jak dlohu nauéime?

@ lépe: sestrojime neuronovou sit s jednou vrstvou neuroni a

naudime ji najednou
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Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

@ Model je reprezentovan matici vah

Wo1 Wp2 ... Wom
W =

Wnp1 Wp2 ... Wpm

kaZdému neuronu odpovida jeden sloupec matice
@ maji-li jednotlivé neurony pfenosovou funkci f : R — R,

definujeme (&) = (F(&1), ..., F(EN))T
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit

Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

Wom

e Vystup modelu:

W =

perceptron_layer.ipynb

—

Wo1

Whn1

7= (€)= FZW)

e Trénovaci mnozina je ve tvaru T = (X, D)

x10 =1

XN():l

X11

XN1

X1n | di1

Xnn | dni

dl m

de

Y = f(Z) = F(XW)

wo2

Wn2

Wom

Wnm
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/perceptron_layer.ipynb

Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Neuronova sit tvorend jednou vrstvou neurondl

© Neurony s linearni pfenosovou funkci
— mnohorozmérna linearni regrese
o linedrni neuronova sit
@ Neurony s logistickou nebo tanh p¥enosovou funkci
— linearni klasifikace do vice t¥id (iloha rozpoznavani
vzori)
e jednovrstvy perceptron
14/68
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Jednovrstva neuronovi sit

Linedrni neuronova sit

@ tvofena jednou vrstvou linedrnich neuroni (vice vrstev by
nepfineslo Zadny benefit - na rozmyslenou)
@ mnohorozmé&rnd linedrni regrese
@ vystup modelu:
Y = XW
Uceni metodou LSQ

W= (X"X)"1x"D

Uéeni gradientni metodou 568



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Uéeni gradientni metodou - rlizné strategie:

© v kazdém kroku adaptuji vahy jen jednoho ndhodné zvoleného
neuronu

@ vahové vektory vdech neuronl adaptuji soucasné

16 /68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Uceni gradientni metodou ... nap¥. chybova funkce SSE

m N
1
Esse(W Z Esse(w)) Z Z — ¥pi)?
_j:]. p=1
1 m N n 2 N
D) ZZ (dpj — f( WiJ'Xpi)> = Z Ep(W
j=1 p=1 i=0 p=1
E,(W) = 5 Z(d ypj)2 ... Je chybovd funkce pro jeden vzor
j=1

Parcialni derivace:
8Ep - 8Ep aypj afpj

_ Y, ' '
aWU B a.ypj afpj aW,'j o (dpf -yPJ)’r (Sp_/)xp,
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Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Uéeni gradientni metodou

@ Adaptaéni pravidlo pro jednu vahu:
wii(t + 1) = w;i(t) + ae(dy — yy)f'(§g)xei
e Adaptaéni pravidlo pro jeden neuron s vektorem vah w;:
Wit +1) = W(t) + ae(dy — yy) ' (E5)%
@ Adaptaéni pravidlo pro jednu vrstvu neurond s matici vah W:
W(t+1) = W(t) + aex/ [F'(€) o (d; — 72)]

o velmi efektivni vypocet
e o ... Hadamardiv (prvkovy, element-wise) sou&in vektorii

18/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Uéeni gradientni metodou

@ Adaptadni pravidlo pro jednu vrstvu neurond s matici vah W:

W(t+1) = W(t) + @] [F'(€) o (dr — 7]

e velmi efektivni vypocet
e o ... Hadamardiv (prvkovy, element-wise) sou&in vektorii

@ Adaptaéni pravidlo pro davkovou variantu:
Xip = XW
Y: = f(Xit)
W(t+1) = W(t)+ a:X][f'(Xi) o (D: — Y3)]

o jesté efektivnéjsi vypolet

19/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Obecné schéma gradientniho algoritmu (GD, gradient
descent)
@ Inicializuj vdhy malymi ndhodnymi redlnymi hodnotami ....
W(0) tvaru (n+1) x m
Inicializuj parametr uéeni ag.... 1 > ag >0
@ Ptedloz dalsi trénovaci vzor (X, cTt) a spotti potencidl a
skutegny vystup modelu: Et =x;W
Vi = f(ft)
© Adaptuj vahy:

W(t +1) = W(t) + a:x/ [ (&) o (di — 72)]

@ Pvipadné aktualizuj parametr uéeni : ay — apy1
© Pokud neni konec, prejdi ke kroku 2.

20/68
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Jednovrstva neuronovi sit

Jednovrstva neuronova sit se spojitou prenosovou funkci

Obecné schéma davkového gradientniho algoritmu (batch
GD)
@ Inicializuj vdhy malymi ndhodnymi redlnymi hodnotami ....
W(0) tvaru (n+1) x m
Inicializuj parametr uéeni ag.... 1 > ag >0

@ PtedloZ trénovaci mnoZinu X a spocti potencidl a skuteény
vystup modelu: Xiy = XW
Ye = f(Xiy)

© Adaptuj véhy:

W(t+1) = W(t)+ a: X [f'(Xi¢) o (D — Yt)]
© Ptipadné aktualizuj parametr uéeni : o — 41

© Pokud neni konec, prejdi ke kroku 2.

perceptron_layer.ipynb
21/68


https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/perceptron_layer.ipynb

Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit

Mnohorozmérna linedrni regrese

Xl&’@_y;

@ model: neuronova sit tvofena jednou vrstvou linedrnich
neuronl (vice vrstev by nepfineslo Zadny benefit - na
rozmyslenou)

@ chybovd funkce pro u&eni gradientni metodou: SSE(zéklad),
MSE (st¥edni kvadratickd chyba), MAE (stfedni absolutn{
chyba, pro data s odlehlymi vzory )

Atmosfericky tlak Intenzita vétru ‘ Teplota Riziko srazek
-1.3 -0.5 -0.2 0.9
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Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

Linearni klasifikace do vice t¥id (rozpoznavani vzori)

Wor
Xl&’@_y;
Y,

@ model: jedna vrstva neoronii s tanh p¥enosovou funkci nebo
sigmoidou (pak je tfeba poZadované vystupy kédovat binarng)

@ chybova funkce pro u&eni gradientni metodou: SSE,
cross-entropy (mensi riziko saturace)

@ vyhodnocovaci kriteria: nap¥. p¥esnost (accuracy) - procento
spravné rozpoznanych vzor(

Velikost Srst Miuvi? | Ko¢ka Pes Papousek Kapr
-1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1
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Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

Linearni klasifikace do vice t¥id (rozpoznavani vzori)

@ pocet neurond v siti zvolime stejny jako pocet t¥id
@ kazdy neuron se b&hem uceni u&i rozpoznavat vzory z jedné ze
trid
Jak zjistim vitéznou t¥idu?
@ argmax
Kmax = argmaxy y

@ softmax - pro spojitou pfenosovou funkci
eyk
softmax(yk) == ~m .y 24/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

Linearni klasifikace do vice t¥id (rozpoznavani vzori)

Jak zjistim vitéznou tfidu?
@ argmax
Kmax = argmaxy y
. index vitézné tfidy
@ softmax - pro spojitou pfenosovou funkci ziskdme
pravdépodobnosti jednotlivych t¥id

e}/k

J=

e V knihovnich je softmax &asto implementovan jako specialni
vystupni pIné propojena vrstva.
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

Cross-entropy pro vice t¥id

Chybova funkce Cross-entropy pro vice t¥id:
@ PouZiva se pro klasifikaci do vice t¥id v kombinaci se softmax
vystupem.

N m
E==2 > dyjlogyy (1)

p=1j=1

@ d,; je pozadovany vystup (1 pro spravnou tfidu, jinak 0),
@ y,; je pravd€podobnost t¥idy j ziskana softmaxem.
Gradient chyby vzhledem k vaham:
0E,
8W,'J'

= (ij - dpj)Xpi (2)

— Efektivnéjsi uleni, p¥irozend interpretace jako negativni log
pravdépodobnosti spravné t¥idy.
26 /68
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Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

P¥iklady

perceptron_layer.ipynb
o Ukdzka vlastni implementace jednovrstvé neuronové sité
e Jednoduchy p¥iklad: Zlugnik (p¥iklad 1) rozsiteny o dal3i
vystupni proménné
e Pozorovani: gradientni hodnota si s tlohami poradi, i kdyZ

R

uceni trvd déle a je obtiZnéjsi nastavit sprdvné hyperparametry
o Obtizngjsi p¥iklad: pismena
e Zde se pIné projevi vyhoda chybové funkce Cross-entropy nad

SSE
e Davkové uleni je vyrazné& efektivn&jsi nez iterativni
o Pozorovani: skoky u chybové funkce a saturace neuronii u SSE
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week4/perceptron_layer.ipynb

Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Jednovrstva neuronovi sit
Linedrni klasifikace (rozpoznavani vzorii)

Dnedni hodina

@ Neuronova sit tvofend jednou vrstvou neuronil - dokon&eni

@ Neuronova sit tvofend vice vrstvami neuronii - tivod

28/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP,
1980)

@ hierarchicka -sekvencni- architektura, neurony jsou
usporadany do vrstev

e dense layers (pIn& propojené vrstvy): viechny neurony v
jedné vrstvé jsou propojeny pravé se véemi neurony z
nasledujici vrstvy

Specialni vstupni vrstva:
@ odpovida vstuplm neuronové sité
Vystupni vrstva

@ vystup (odezva) neuronové sit&
odpovida vystupim (aktivitdm)
vystupnich neuroni

Zbylé vrstvy jsou skryté. stupnivisha_ sheyté sty vistupndvrsen
29 /68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

vstupni 2-vrstva NS 3-vrstva NS 4-yrstva NS

neurony linearni oblasti  konvexni oblasti  obecné oblasti

(perceptron)

@ neurony se skokovou linearni funkci nebo s jeji spojitou
aproximaci (sigmoid, tanh)

Zdroj: E.Volna: Neuronové sit& 1, Ostrava, 2008 %0/ 68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstvd a vicevrstva neuronovd sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

STRUKTURA  XOR PROBLEM OBTEKANI OBECNE OBLASTI
NEURONOVE SITE OBLASTI

lvrstva (perceptron)

|

2 vrstvy (Madaline)

@

Zdroj: E.Volna: Neuronové sité& 1, Ostrava, 2008
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

e ®
L] L ‘. .. * | 1 / -\\ . 41_{_ tgh
S ele ot \ / *f/o 3\ I
oo °° e \ N
* . . X, | W, -0,6
T 47x-06x%=0
0,8-0,1x,+30x,=0
e ® I
® . . .. * X / \ _0 _1 gh
e * " . \_ / ! Y
v e ® 4 o .. O 8 -
e . (V30
[ ]
o * @ 2| \ / !

Zdroj: Katefina Horaisova: slidy k predm&tu Neuronové sit& 2, FJFI CVUT D&&in 3265



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

Zdroj: Katefina Horaisova: slidy k predm&tu Neuronové sité 2, FJFI CVUT D&kin
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

.
— ‘.-. .« * ‘.c..c .
/ ™, . ® . . ® .
X, | L] s s’ e . *
. .

SN el e SN el A
— J / .
Y h «* ", / 1 "%,
X2 \ [ ** sa e —_ = ** e’
R L ve" R
vstupni vrstva skryta vrstva skryia vrstva vystupni vrstva

Zdroj: KateFina Horaisova: slidy k predm&tu Neuronové sit& 2, FJFI CVUT D&in
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

— pro libovolné klasifikagni tlohy je dostalujici mit neuronovou sit
se dvéma skrytymi vrstvami a jednou vystupni
A co vicevrstva linearni sit?

@ Sklddat linedrni vrstvy za sebe nemd smysl - vice linedrnich
vrstev za sebou je ekvivaletnich jedné linedrni vrstvé

Lze MLP pouzit pro feseni regresnich dloh?
@ Ano, ale pouze vystupni vrstva byva linearni.

@ Pro zachyceni nelinedrnich zavislosti ve skrytych vrstvach je
nutné pouZit nelinedrni aktiva&ni funkce (nap¥. ReLU,
sigmoid, tanh).
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Motivace: Vicevrstvy perceptron

Univerzalni aproximaéni véta (Cybenko, 1989; Hornik et al.,
1989)

@ Vrstevnata neuronovd sit s jednou skrytou vrstvou s
dostate¢nym poctem neuronti a nelinedrni aktivaéni funkci
sta&i k aproximaci libovolné spojité funkce na kompaktni
mnoZiné.

@ V praxi se v8ak vice osvéd&uji sité s vice skrytymi vrstvami:

e snazsi a rychlejsi konvergence pti ucenfi

v/

o efektivn&jsi reprezentace sloZit&jsich funkci s méné& parametry
(hlubsi sit& obvykle potfebuji mén& neuronil)
o lepsi schopnost sité zobecrovat.
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Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
Vrstevnatd neuronovs sit

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP,
1980)

@ hierarchickad sekvencni architektura: neurony jsou usporddany
do vrstev

e dense layers (pIn& propojené vrstvy): viechny neurony v
jedné vrstvé jsou propojeny pravé se véemi neurony z
nasledujici vrstvy

Specialni vstupni vrstva:
@ odpovida vstuplm neuronové sité
Vystupni vrstva

@ vystup (odezva) neuronové sit&
odpovida vystupim (aktivitdm)
vystupnich neuroni

Zbylé vrstvy jsou skryté. stupnivisha_ sheyté sty vistupndvrsen
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Vrstevnatd neuronovs sit
Vypocet odezvy neuronové sit&

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP)

Jak ji implementovat?
@ posloupnost (seznam) vrstev Lo, ..., Lmax
@ jednu vrstvu jiz implementovat umime

Vypotet odezvy (vystupu) u vrstevnaté neuronové sité:
e dopfednym priichodem (forward pass)

@ postupujeme po vrstvich smérem od vstupni vrstvy po
vystupni:
o aktudlni vrstvé predloZime jeji vstup
e spolteme vystup vrstvy
e ten poslouZi jako vstup nasledujici vrstvy
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Vrstevnatd neuronovs sit
Vypocet odezvy neuronové sit&

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP)

Forward pass (dopfedny priichod): vypocet odezvy u
vrstevnaté neuronové sité:
@ pro dany vstupni vektor X délky n model spocitd vystupni
vektor y délky m

© vystup neuroni ve vstupni vrstvé:
Yi = Xi

© Postupujeme ve sméru od prvni
skryté vrstvy k vystupni a pro
kazdy neuron j spotteme (a
zapamatujeme si) jeho vystup y;
(vyuZijeme k tomu aktivity neuront
v predchozi vrstv&):
yj = (&) = FC; wiyi + bi) (i je
index pfes neurony ve vrstvé
predchazejici neuronu j) vstupni vrstva

skryté vrstyy  vystupni vrstyy / 68
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Vrstevnatd neuronovs sit

Vypocet odezvy neuronové sit&

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP)

Forward pass (dopfedny priichod): vypotet odezvy u
vrstevnaté neuronové sité:
@ opét si zjednodusime a zefektivnnime vypocet pomoci
maticovych operaci a fiktivnich vstupi (zde neuronti)

Fiktivni neurony

o ke kazdé skryté vrstv& (podobn&
jako ke vstupni) pfiddme jeden
fiktivni neuron s konstantnim
vystupem 1, ktery bude
reprezentovat prahy (biasy)
neuront v nasledujici vrstvé
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Vrstevnatd neuronovs sit
Vypocet odezvy neuronové sit&

Vrstevnatd neuronovd sit (multi-layer perceptron, MLP)

Maticova reprezentace vrstevnaté
neuronové sité:

@ mé&jme vrstevnatou neuronovou sit
s vrstvami
Lo (vstupni),...,Lmax (vystupni)
@ vahy v8ech neuronl mizeme
reprezentovat pomoci matic
Wi, .., W,
o W, ... matice vah mezi vrstvou
L—1a L orozmérech
(nL_l + 1) X ng
(podobné jako pro jednovrstvou
neuronovou sit)

Lo L, L, Ly
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Vrstevnatd neuronovs sit
Vypocet odezvy neuronové sit&

Vypocet odezvy neuronové sité maticové .

@ PredloZime vstupni vzor X

@ Pro vrstvy L = Lg, L1, ..., Lymax postupné
spoditame vektory vystupl téchto vrstev

Y05 -5 Yimax+
o Pro L = Ly (vstupni vrstva): yp = X
o Pro L =Ly, Lyo:

Z = f(&) = F(Fi1WL)

v =(1]z)
W, je rozsifend matice vah mezi vrstvou
(L-1)alL

@ Vystup sité ¥ = (y1, ..., Ym) = Y1,,., tVOF
vystupy neuron(i ve vystupni vrstvé

Yio —> Yu —> Y2 —> Vi3

— velmi efektivni
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Vrstevnatd neuronovs sit
Vypocet odezvy neuronové sit&

Vypocet odezvy neuronové sité maticové Il.

@ Ptedlozime matici vstupnich vzora X

© Provrstvy L = Lo, L1, ..., L;max postupné
spoditdme matice vystup(i téchto vrstev
Y0, oos Yot

o Pro L = Lo (vstupni vrstva): Yo = X
o Pro L= 1Ly,.., Lynax:
Zp = f(&) = f(Yi-aWL)

Y. =(1|Z)

W, je roz&ifend matice vah mezi vrstvou
(L)alL
© Vystup sité Y = Y| tvofi vystupy
neuronl ve vystupni vrstvé
— jesté efektivngjsi

Yio —> Yu —> Y2 —> Vi3
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&

Uc&eni vrstevnaté neuronové sité

Konfigurace neuronové sité:

o vektor vah (a biasti) v8ech neuronii v siti w ~ vektor viech
parametri modelu

Jak vrstevnatou neuronovou sit budeme uéit?

@ miZeme pouZzit gradientni metodu pro zvolenou chybovou
funkci E a vektor viech parametrii modelu w:

W(t+1) = w(t) — aVE(W)

@ vypodet parcidlnich derivaci a proces adaptace vah budou
sloZitéjsi nez u jedné vrstvy neuroni

@ vypocet znaéné zjednodusi algoritmus zpétného Siteni chyby
(backpropagation)
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus zp&tného 3iteni

Algoritmus zp&tného 3iteni (Backpropagation)

(Werbos, Rumelhart, 1974-1986)
Mame k dispozici

—

@ Trénovaci mnoZina T s N trénovacimi vzory (X, dp).
o xP = (x{,...,xP) ... vstupni vzor
o dP = (dl,...,d?) ... pozadovany vystup

X10 — 1 X11 X1n dll dlm

XNO — 1 XN1 ... XNn le de

@ Vrstevnata neuronovd sit s danou architekturou a s n+ 1
vstupnimi a m vystupnimi neurony. Neurony musi mit
spojitou, diferencovatelnou p¥enosovou funkci.

Cil
@ Nastavit vahy v8ech neuronii v siti tak, aby byl skute¢ny

vystup sité stejny jako poZadovany.
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus zp&tného 3iteni

Algoritmus zp&tného 3iteni (Backpropagation)

Cilova (chybova) funkce
@ misto SSE se &asto pouzivda MSE (mean squared error) ...
primérna chyba p¥es viechny vzory Eyse = Essg/N

e pro jeden trénovaci vzor:
1 m
7) 2
(w) D) E ~ Ypj)

e pro celou trénovaci mnoZinu:

@ ale pouzivaji se i jiné chybové funkce (nap¥. cross-entropy)
Cil algoritmu zpétného Sifeni

@ minimalizace chybové funkce E na dané trénovaci mnoZiné T
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus zp&tného 3iteni

Algoritmus zp&tného 3iteni (Backpropagation)

Zakladni princip: je to standardni gradientni metoda
@ nahodné inicializuj parametry modelu (vahy a biasy)
@ opakuj trénovaci cyklus:
e priprav davku (batch) trénovacich vzori X a odpovidajicich
pozadovanych vystupt D
o spotti skute¥ny vystup (odezvu) modelu Y
e spotti chybu modelu (jak moc se li&( Y a D)
o aktualizuj parametry (vahy a biasy) tak, aby se chyba modelu
o n&co zmendila (tj. proti sm&ru gradientu chybové funkce)

OE,
Hezké vizualizace hladin chybové funkce:
https://jithinjk.github.io/blog/nn_loss_visualized.md.html

https://izmailovpavel.github.io/curves_blogpost/
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&

Algoritmus zp&tného 3iteni

Algoritmus zp&tného 3iteni (Backpropagation)

Zakladni princip (backpropagation)

@ Spotteme skutetnou odezvu sité
pro dany trénovaci vzor (nebo
davku vzori).

@ jednim prichodem od vstupni
vrstvy smérem k vystupni
(forward pass)

@ Porovname skutecnou a
pozadovanou odezvu sité.
© Adaptujeme vahy a prahy:
e proti smé&ru gradientu chybové
funkce
e jednim prichodem od vystupni
vrstvy smérem ke vstupni
(backward pass)

1. dopfedny prichod }

2. zpétny priichod
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Backpropagation - Adaptacni pravidla

@ Chybova funkce pro jeden trénovaci vzor (x;, cTt) a skutelny
vystup sit& y; :

m

1
E: = > Z(dtj - )/tj)2

j=1
o Parcidlni derivace:
3Et N 8Et 6ytj 8§tj
owjj N Oy 0 Owj
@ Adaptacni pravidlo pro vdhu z neuronu i do neuronu j v €ase t:
wii(t +1) = wii(t) + Awg(t),

o Aw;i(t) je priristek vahy wj; pFispivajici k minimalizaci E;

8Et _ 8Et“ 8yrj 851“1
ow;j 8ytj &y Owj;

@ « je parametr u&eni (learning rate) 4968

AW;j(t) = -«
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Backpropagation - Adaptacni pravidla

Myslenka

OE; _ OE: 0¥y 08
@ Neni tfeba poditat parcialni derivace Dw; = dyy € dwy PTO

kaZdou vdhu nezavisle (to by bylo extremné neefektivni)
ji

8Et

@ Abychom spotitali 5=t pro n&jakou vahu, konkrétng jeji Clen

. — OEt OE
0j = 6&;, miZeme vyu2|t chybové €leny &y = e spocitané

pro neurony k v nasledujici vrstvé.

e — Jednim zp&tnym priichodem (vrstvu po vrstvé&) spocitdme
tyto chybové ¢leny §; pro kazdy neuron j

dEt — 5 8£tj
Wij

@ Dopotitat 3 pro kazdou véahu jiz pak je snadné
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Backpropagation - Adaptacni pravidla

Oznatme
OE; Oyyj B OE;
Oyyj 06y 0y

— to je chybovy ¢&len, ktery budeme propagovat
Pak

O = chybovy €len pro nejuron j

8Et 8_)/1:] 851&_]
8ytj (9&] aWU

O+
ow;j

AWU(t) = —Oé(stj = —OZ(Stjyti

kde:
Iy Ok Whjyek)

aW,‘j aW,'j

(k je index p¥es viechny neurony ve vrstvé predchazejici j)
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Backpropagation - Adaptacni pravidla

l. Pro neurony j ve vystupni vrstvé:

m

1
Et = 5 Z(dtf — yrj)2

st
3Et 8ytj ,

5y = St (g ) (€

ty aytj aftj ( t y’{!) (ng)

Pro vahy w;; mezi posledni skrytou vrstvou a vystupni:

AWij(t) = —alyys = a(dtj - Ytj)f/(ftj))/ti
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Back-propagation - Adaptacni pravidla

Pro neurony j v posledni skryté vrstveé:

E. = - Z dek — )/tk) Z(dtk - f(ftk))2

k 1

(dex — FO_ winyy))

1 J

Il
MHB i

2

x
Il

(k je index p¥es vEechny vystupni neurony, j je index ptes viechny
neurony v posledni skryté vrstv&)

OE; OE; Oy OE: Oyuc 08k
Oyt Z « Oyt Oyy Z « Oyt Oek Oy

m

O tk
> Su = Z Otk Wik
Pl

53/68



Neuronové sit& 1 - Jednovrstva a vicevrstvd neuronovi sit
U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Back-propagation - Adaptacni pravidla

Pro neurony j v posledni skryté vrstveé:

9E:
Oy

1
NE

Otk Wik

x
Il

1
OE; Oy
Ot AT ) Kk Wik f
tj = aytj 8€t_/ Z tk ¥y tJ)
Pro vahy w;; mezi pfedposledni a posledni skrytou vrstvou:

Awii(t) = —adyysi = — (Z 5rkWJk> (&tj)yri

(k je index p¥es v8echny vystupni neurony)
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Back-propagation - Adaptacni pravidla

Pro neurony j v libovolné skryté vrstvé:
% _ Z OE: Oy _ Z OEt Oyik Otk
Oy Oyt — Oyik 0ok Oy

Oy
&k

= ;5& Dy = ;&:kwjk

(index k jde p¥es v8echny neurony v nasledujici vrstvé)

OE; 8)&1
0 = —— E Otk W
tj a}/tj 8&] tk _jk ftj
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

Back-propagation - Adaptacni pravidla

Celkem:
W,'J'(t =+ ].) = W,'J'(t) — aétjyt,-,

kde

@ pro vystupni neuron j:

0y = f'(&)(vy — dy)-

@ pro skryty neuron j:

5tj = f/ ftj Z 5tkWJk
k
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Adaptaéni pravidla

P¥ipomenuti: Vypocet derivace prenosové funkce

Sigmoidalni ... logsig Hyperbolicky tangens ... tanh
1 —2X¢
=)= —— l-e
y (€) 1+ e X y=1Ff() = 15 e 2%
f(€) = Ay(1—y) FI(§) = X(1+y)(1-y)
; / \ " //,/ ’ \\\
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus

Algoritmus zpé&tného ¥ifeni (iterativni varianta)

O Inicializace sité

Inicializujeme vahy a prahy malymi ndhodnymi hodnotami
@ Predlozime dalsi trénovaci vzor ve tvaru (%, d;)
© Dopiedny vypocet:

e Postupujeme ve sméru od vstupni vrstvy k vystupni a pro
kaZdy neuron j spotteme (a zapamatujeme si) jeho vystup yy;
(vyuZijeme k tomu aktivity neuronil v pfedchozi vrstvg, vEetnd
fiktivniho)

vy = f(§y) = f(z WijYti)
i

(i je index pFes neurony ve vrstvé predchazejici neuronu j)
e Vypolet provadime samoziejmé maticové po vrstvach
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus

Algoritmus zpé&tného ¥ifeni (iterativni varianta)

© Dopfedny vypotet maticové:
Pro vrstvy L = Ly, L1, ..., Lmax postupné spolitdme vektory
vystupll téchto vrstev yi , ..., Vi ..

@ Pro L = Lo (vstupni vrstva): yj, = X

@ ProL=Lj..., Lax:

W, je rozsifend matice vah mezi vrstvou
(L-1)alL

Yio —> Yu —> Y2 —> Vi3
o Vystup sité ¥ = (y1, ..., ¥m) = Yi,.. tVOFi vystupy neuronl ve
vystupni vrstvé
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus

Algoritmus zpé&tného %ifeni (batch varianta)

Dopfedny vypocet maticové pro batch GD:

© PredloZime matici vstupnich vzori X
@ Pro vrstvy L = Lo, Ly, ..., Lmax postupné spo&itame matice
vystupll téchto vrstev Yo, ..., Yp, ..:
o Pro L = Lo (vstupni vrstva): Yo = X
o ProL=1Ly,.., Lya:

Zp = (&) = f(YiaWi)

Yi=(1]41)
W, je rozsitend matice vah mezi vrstvou (L-1) a L

© Vystup sité Y =Y, tvofi vystupy neuronli ve vystupni
vrstvé
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U&eni vrstevnaté neuronové sit&
Algoritmus

Algoritmus zpé&tného ¥ifeni (iterativni varianta)

©Q Zpétny vypocet Postupujeme ve sméru od vystupni vrstvy k
prvni skryté a pro kaZdy neuron j spotteme (a zapamatujeme
si) chybovy &len & pro kaZdy neuron j a aktualizujeme
v8echny vahy wj; vedouci do vrcholu j (ve smé&ru od vystupni
vrstvy k vstupni):

e Pro vystupni neurony j spoéteme:

o = (&) vy — dyy)
e Pro skryté neurony j spolteme:
65 = (&) D (Guwc).
k

(k je index pfes neurony ve vrstvé nasledujici po vrstvé

obsahujici neuron j)
e Pro vahu kaZdé hrany (z n&jakého neuronu i vEetng fiktivniho)

do neuronu j:

wii(t 4+ 1) = w;(t) — Ay 61/68
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Algoritmus

Algoritmus zpé&tného ¥ifeni (iterativni varianta)

@ Zpétny vypoéet maticové
Pro vrstvy L = Lpax, ..., L1 postupné& spoitdme chybové &Eleny

1 a aktualizujeme matice vah W, mezi vrstvami (L-1) a L:
e Pro vystupni vrstvu L., spolteme:

ngax = f/(&max) o (yf - C?;)
e Pro skryté vrstvy L spotteme:
gL = (f/(gL) © 5L+1)WL11-

o Aktualizujeme matici vah W, mezi vrstvami (L-1) a L:

Wi (t+ 1) = Wi(t) — oy 101
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Algoritmus

Algoritmus zpé&tného %ifeni (batch varianta)

Zpétny vypocet maticové pro batch GD:

@ Pro vrstvy L = Lpax, ..., 1 postupné spoditdme chybové ¢Eleny
A, a aktualizujeme matice vah W, mezi vrstvami (L-1) a L:
e Pro vystupni vrstvu L., spolteme:

Ay, = f'(E,) o (Y = D)
o Pro skryté vrstvy L spotteme:
Ap = (f'(&) 0 8p1) Wy
o Aktualizujeme matici vah W, mezi vrstvami (L-1) a L:

Wi(t+1) = Wi(t) —aY, ;AL
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Algoritmus zpé&tného ¥ifeni (iterativni varianta)

© Ukontujici podminka
Pokud nenfi splnéna ukoncujici podminka, vratime se zpét ke
kroku 2.
e PFfedem dany maximalni pocet epoch.
o Casovy limit.
o Jakmile je priimé&rna chyba na trénovaci mnoZiné dostate¢né
mald ... E < Epin
e Jakmile pfestane klesat primérna chyba na validaéni mnoZzin&
dat .... early stopping
o Jakmile je ptirGstek vah Aw moc maly ... |[Aw| < Apin
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Algoritmus zpétného Siteni

Jak predkladat trénovaci vzory? .... rizné strategie (uz zndme):
Q iterativné po epochach (online GD): b&hem jedné epochy
se kazdy vzor predlozi pravé jednou, v ramci kaZzdé epochy

vzory ndhodné usporadame
e maximalni poet epoch .... kolikrat se p¥edloZi celd trénovaci
mnozina
@ davkové po epochach (batch GD):
e celd trénovaci mnoZina se predloZi najednou a vahy se adaptuji
najednou pro celou trénovaci mnoZinu
© davkové po mini-batchich (SGD, stochastic gradient
descend)
e trénovaci mnoZina se ndhodné rozdéli na malé podmnoZziny
vzor( (mini-batch) a ty se iterativn& se v ndhodném potadi
predloZi davkové
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Algoritmus zpétného Siteni

Diskuse uéici strategie
@ Online GD

o rychlé ueni, ale pom&rn& nestabilni (algoritmus sniZuje chybu
pro aktudlni vzor — chyba se miiZe z zvy3it pro ostatni vzory)

e vy&si citlivost na odlehlé vzory a na volbu hyperparametri,
nahodnost (ale moZnost tniku z lokalnich minim)

e Batch GD
e stabilngjsi, efektivni pro mald data
e vypoletn& a pamé&tové narogny pro velkd data
e vyS¥i citlivost na $um

@ Mini-batch SGD

@ spojuje vyhody obou pfedchozich metod
e pouZiva se pro velké datové sady a hluboké sité
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Hlavni frameworky pro hluboké uéeni v Pythonu

e TensorFlow: Open-source knihovna od Googlu.
o Vykonny framework pro Al aplikace (mobil, server).
e UmoZiiuje jak dynamické, tak statické grafy vypocti.
PyTorch: Open-source knihovna od Meta (Facebooku).
o Flexibilni a intuitivni, idedIni pro vyzkum a akademickou sféru.
e Dynamické vypo&tové grafy, snadné debugovani.
Keras: UniverzaIni High-level API.
e Srozumitelné a pFistupné za&atecnikiim.
e Idedlni pro rychlé prototypovani, b&Zi nad TensorFlow, JAX
nebo PyTorch.
PyTorch Lightning: High-level rozsiteni PyTorchu.
e Odstraniuje opakujici se kéd p¥i trénovani modeli.
e Podporuje vice GPU, 3kalovani model(i a snadnou
reprodukovatelnost.
JAX: Optimalizovany pro vypo&etni rychlost a vyzkumné
experimenty.
D¥ive popularni Theano, dnes jiZ nepodporovany.
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P¥iklady

NN _libraries.ipynb

@ Okomentované ukdzky prednich pythonovskych frameworkd
pro (hluboké) neuronové sité (Keras, Tensorflow, PyTorch,
Lightning) a jejich srovnani na jednoduché dloze bindrni
klasifikace

@ Automatické symbolické derivovani tensord v Tensorflow a
PyTorch

@ Frameworky a podpora GPU
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https://github.com/reitezuz/18NES1-2025-/blob/main/week5/NN_libraries.ipynb
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