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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Co jsme prob́ırali minule

Od biologického neuronu k umělému

Nejstařśı modely umělých
neuronů: Culloch and Pitts
neurons (1943),
Perceptrons (Rosenblatt,
1955)

Perceptron a reprezentace
logických funkćı
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Matematický model neuronu - původńı definice

w1

x2

xn

x1

wn

w2

vstupy váhy
ξ ... vnitřní potenciál

y ...výstup

f ... přenosová 
      funkce

y=f(ξ)

h ... práh

ξ=∑xiwi - h

Klasická definice: práh h

vniťrńı potenciál: ξ =
∑n

i=1 wixi − h = ~w~xT − h

výstup: y = f (ξ) ... skoková p̌renosová gunkce:

f (ξ) =


1 pro ξ > 0 ... neuron je aktivńı
0 (nebo -1) pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı
0.5 (nebo 0) pro ξ = 0 ... neuron je tichý
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Geometrická interpretace umělého neuronu

vstupy neuronu si p̌redstavme jako body v n-rozměrném
Euklidovském prostoru (vstupńı, p̌ŕıznakový prostor)

položme vniťrńı potenciál neuronu ξ = 0 a źıskáme rovnici
děĺıćı nadroviny

ξ = w1x1+w2x2−h = 0

x2 = −w1

w2
x1+

h

w2
x1

x2

dělící nadrovina
w1x1 + w2x2 - h = 0

příznakový prostor
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Geometrická interpretace umělého neuronu

→ perceptron může sloužit jako lineárńı klasifikátor: klasifikuje
vzory do dvou ťŕıd (P a P).

lineárńı: hranićı mezi ťŕıdami je nadrovina
ξ = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn − h = 0: bod, p̌ŕımka, rovina,...

Skoková p̌renosová funkce:

f (ξ) = 1 pro ξ > 0 ... neuron je
aktivńı (ťŕıda P)

f (ξ) = 0 (nebo −1) pro ξ < 0 ...
neuron je pasivńı (ťŕıda P)

f (ξ) = 0.5 (nebo 0) pro ξ == 0 ...
neuron je tichý, tj. neuḿı rozhodnout

x2

w1x1+w2x2 -h = 0

x1-3 -2 -1 0 1 2 3
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-2

-1
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2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Matematický model neuronu - moderńı definice

w1

x2

xn

x1

wn

w2

vstupy váhy
ξ ... vnitřní potenciál

y ...výstup

f ... přenosová 
      funkce

y=f(ξ)

b ... bias

ξ=∑xiwi +b

Alternativńı definice: práh → bias

vniťrńı potenciál: ξ =
∑n

i=1 wixi + b = ~w~xT + b

výstup: y = f (ξ) (skoková p̌renosová gunkce ... sign)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Matematický model neuronu - ,,maticová” definice

w1

x2

xn

x1

x0=1

wn

w2

vstupy váhy

ξ ... vnitřní potenciál

w0... fiktivní váha

x0... fiktivní vstup

y ...výstup

f ... přenosová 
      funkce

y=f(ξ)
ξ=∑xiwi

w0=b=-h

Alternativńı definice: zavedeńı fiktivńıho vstupu

rozš́ı̌rený p̌ŕıznakový prostor ... ~x = (x0 = 1, x1, ..., xn)

rozš́ı̌rený prostor vah ... ~w = (w0 = b = −h,w1, ...,wn)

vniťrńı potenciál: ξ =
∑n

i=0 wixi = ~w~xT

výstup: y = f (ξ) (skoková p̌renosová gunkce ... sign)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Perceptrony (Rosenblatt, 1955)

reálné vstupy ... xi ∈ R
reálné váhy ... wi ∈ R
výstupy:

binárńı ... y ∈ {0, 1}
bipolárńı ... y ∈ {−1, 1}

Varianty skokové p̌renosové funkce pro bipolárńı perceptron:

f (ξ) =

{
1 pro ξ ≥ 0 ... neuron je aktivńı
−1 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

f (ξ) =


1 pro ξ > 0 ... neuron je aktivńı
0 pro ξ = 0 ... neuron je tichý
−1 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

→ funkce signum (sign)

ξ

y

ξ

y
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Opakováńı – Perceptron a reprezentace logických funkćı

Pomoćı perceptronu lze realizovat základńı logické funkce

NOT (negace), ID (identita)
AND (konjunkce), OR (disjunkce)

Bipolárńı model (vstupy i výstupy neuroonu -1, 1)
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Binárńı model (vstupy i výstupy neuroonu 0, 1)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

Logický prahový obvod

Pomoćı perceptronu ale nelze realizovat všechny logické
funkce

nap̌r. XOR (exkluzivńı disjunkce)

x1

-1

-1

+1

+1

0 1

1

-1

-1

x2

Řešeńı:

perceptrony pro NOT, ID, AND a OR můžeme poskládat
vhodně za sebe (do neuronové śıtě, konkrétně do logického
prahového obvodu) a sestavit tak složitěǰśı logické funkce
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Neuronová śıt’

Neuronové śıtě 1 - hodina 3: Umělý neuron

1 Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

2 Neuronová śıt’

3 Logický prahový obvod

4 Lineárńı separabilita

5 Perceptron a jeho algoritmus učeńı

6 Př́ıklady

7 XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Neuronová śıt’

Neuronová śıt’

Skládá se z neuronů, které jsou navzájem pospojovány tzv.
hranami

Výstup jednoho neuronu může být vstupem jednoho nebo v́ıce
daľśıch neuronů

Architektura (topologie) neuronové śıtě

Orientovaný graf, neurony p̌redstavuj́ı uzly, synaptické vazby
p̌redstavuj́ı hrany
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Neuronová śıt’

Neuronová śıt’

Výstupńı neurony

jejich výstupy tvǒŕı dohromady výstup neuronové śıtě

typicky: nevedou z nich žádné hrany do jiných neuronů

Vstupńı neurony

maj́ı na vstupu vstupńı vzory

typicky: nevedou do nich žádné hrany z jiných neuronů

Výstup (odezva) neuronové śıtě

Výstupy (aktivity) výstupńıch neuronů
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Neuronová śıt’

Neuronová śıt’

Definice: Neuronová śıt’ je šestice (N,C,I,O,w,t):

N je konečná neprázdná množina neuronů,

C ⊆ N × N je neprázdná množina orientovaných spoj̊u mezi
neurony (hran)

I ⊆ N je neprázdná množina vstupńıch neuronů

O ⊆ N je neprázdná množina výstupńıch neuronů

w : C → R je váhová funkce

t : N → R je prahová funkce

Konfigurace neuronové śıtě

Váhy všech hran a prahy (biasy) všech neuronů
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Neuronová śıt’

Neuronová śıt’

Architektura neuronové śıtě

cyklická, rekurentńı
acyklická, dop̌redná - ,,všechny hrany jdou stejným směrem”
(tj. graf lze topologicky uspǒrádat)

hierarchická (vrstevnatá) - děĺı se na vrstvy, propojeny jsou
jen neurony ze dvou po sobě jdoućıch vrstev
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod

z perceptronů pro NOT, ID, AND, OR a ID můžeme sestavit
neuronovou st’ reprezentuj́ıćı složitěǰśı logické funkce

x
-1

y

0

x
1

y

0

x1

x1

x2

+1

+1

+1

y

1-n

x1

x1

x2

+1

+1

+1

y

n-1

AND realizuje pr̊unik konvexńıch útvar̊u a OR jejich sjednoceńı

Otázky: Jak se změńı logická funkce realizovaná perceptronem,
když:

vynásob́ım všechny váhy (včetně biasu) kladným č́ıslem?

vynásob́ım všechny váhy (včetně biasu) záporným č́ıslem
(nap̌r. -1)?

vynásob́ım některé váhy -1?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod - p̌ŕıklady

Př́ıklad 1: Předpověd’ úrody
úroda = ((teplo ∧ déšt’) ∨ (teplo ∧ zavlažováńı)) ∧ hnojiva ∧
¬šk̊udci

1 Navrhněte perceptronovou śıt’ pro tuto logickou funkci s
využit́ım základńıch logických operaćı.

Kolik má vstupů a výstupů, kolik neuronů a kolik vrstev?

2 Navrhněte perceptronovou śıt’, která bude ḿıt hierarchickou
(vrstevnatou) architekturu.

3 Minimalizujte tuto logickou funkci a navrhněte neuronovou śıt’

pro minimalizovanou verzi.

4 Lze tuto logickou funkci reprezentovat jedńım perceptronem?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod - p̌ŕıklady

Př́ıklad 2: Majoritńı obvod
y = (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x3) ∨ (x2 ∧ x3)

1 Navrhněte neuronovou śıt’ pro majoritńı obvod s využit́ım
základńıch logických operaćı.

2 Lze ho reprezentovat jedńım perceptronem?

3 Jaké bude řešeńı v obecném p̌ŕıpadě (pro obecné n)?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Perceptronová śıt’ jako logický prahový obvod

Věta
Každou logickou formuli lze vyjáďrit v disjunktivńım normálńım
tvaru (DNF), tj. jako disjunkci konjunkćı atomů, kde atomy tvǒŕı
proměnné nebo jejich negace.

disjunkce: F = K1 ∨ K2 ∨ ... ∨ Kn

konjunkce: Ki = Ai1 ∧ Ai2 ∧ ... ∧ Aini

atomy: Aij = L nebo Aij = ¬L
Př́ıklad: y = (x2 ∧ x4) ∨ ¬x1 ∨ (x2 ∧ ¬x3)
Důsledek
Každou logickou funkci mohu vyjáďrit pomoćı perceptronové
neuronové śıtě.

Otázka: Navrhněte schéma takové perceptronové neuronové
śıtě. Kolik vrstev bude tato neuronová śıt’ ḿıt?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Perceptronová śıt’ jako logický prahový obvod

Podobně
Každou logickou formuli lze vyjáďrit v konjunktivńım normálńım
tvaru (CNF), tj. jako konjunkci disjunkćı atomů, kde atomy tvǒŕı
proměnné nebo jejich negace.

konjunkce: F = D1 ∧ D2 ∧ ... ∧ Dn

disjunkce: Di = Ai1 ∨ Ai2 ∨ ... ∨ Aini

atomy: Aij = L nebo Aij = ¬L
Př́ıklad: y = (x2 ∨ x4) ∧ ¬x1 ∧ (x2 ∨ ¬x3)
Realizace pomoćı perceptronové śıtě : analogicky jako u DNF

AND realizuje pr̊unik konvexńıch útvar̊u a OR jejich sjednoceńı
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod - p̌ŕıklady

Př́ıklad 3: Exkluzivńı OR (XOR)

XOR nelze realizovat jedńım perceptronem

x1

-1

-1

+1

+1

0 1

1

-1

-1

x2

XOR lze realizovat pomoćı perceptronové śıtě
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod - p̌ŕıklady

Př́ıklad 3: Exkluzivńı OR (XOR) - dobrovolný domáćı úkol do
p̌ŕı̌stě

1 XOR můžeme pomoćı základńıch logických operaćı (AND,
OR, NOT) reprezentovat r̊uzně, zvládnete navrhnout několik
r̊uzných způsobů?

2 Navrhněte co nejmenš́ı neuronovou śıt’, která bude
reprezentovat XOR. Kolik bude obsahovat neuronů?

x1 x2 y = x1 ⊗ x2

-1 -1 -1
-1 +1 +1
+1 -1 +1
+1 +1 -1
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Logický prahový obvod

Logický prahový obvod - p̌ŕıklady

Př́ıklad 3: Exkluzivńı OR (XOR) - dobrovolný domáćı úkol do
p̌ŕı̌stě

1 XOR můžeme pomoćı základńıch logických operaćı (AND,
OR, NOT) reprezentovat r̊uzně, zvládnete navrhnout několik
r̊uzných způsobů?

2 Navrhněte co nejmenš́ı neuronovou śıt’, která bude
reprezentovat XOR. Kolik bude obsahovat neuronů?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Lineárńı separabilita

Neuronové śıtě 1 - hodina 3: Umělý neuron

1 Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

2 Neuronová śıt’

3 Logický prahový obvod

4 Lineárńı separabilita

5 Perceptron a jeho algoritmus učeńı

6 Př́ıklady

7 XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

→ perceptron může sloužit jako lineárńı klasifikátor: klasifikuje
vzory do dvou ťŕıd (zde P, P) pomoćı děĺıćı nadroviny
~w~x + w0 =

∑n
i=1 wi .xi + w0 = 0

x2

w.x + w0 = 0

x1-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

Definice:
Dvě množiny P, P jsou lineárně separabilńı v n-rozměrném
prostoru, pokud existuj́ı č́ısla w0, ...,wn taková, že pro každý bod
~x ∈ P plat́ı

∑n
i=1 wi .xi + w0 > 0 a pro každý bod ~x ∈ B plat́ı∑n

i=1 wi .xi + w0 < 0.

Proč se zavedl tento
pojem?
→ vědci zkoumali, které
funkce lze realizovat pomoćı
perceptronu (nebo obecně lin.
klasifikátoru) a které ne

x2

w.x + w0 = 0

x1-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

Pro Booleovský prostor a n = 2

celkem 24 = 16 logických funkćı, 14 z nich je lineárně
separabilńıch:

6 jednoduchých logických funkćı:
0, 1, A, B, ¬A, ¬B
→ triviálńı
8 variant konjunkce a disjunkce:
A ∧ B, A ∧ ¬B, ¬A ∧ B, ¬A ∧ ¬B
A ∨ B, A ∨ ¬B, ¬A ∨ B, ¬A ∨ ¬B,
→ trochu složitěǰśı

2 funkce, které nejsou lineárně separabilńı a perceptronem je
nelze realizovat:

A⊗ B (XOR) a A⇔ B (ekvivalence)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

Pro obecný Booleovský prostor:

n = 2→ 14 z 24 = 16 logických funkćı je lineárně
separabilńıch.

n = 3→ 104 z 28 = 256

n = 4→ 1882 z 216 = 65536

n obecné ... ??

→ logických funkćı, které nelze reprezentovat pomoćı perceptronu,
je hodně a jejich procento roste s dimenźı p̌ŕıznakového
(vstupńıho) prostoru
Co s t́ım?

ḿısto jednoho neuronu použijeme perceptronovou śıt’

rozš́ı̌ŕıme p̌ŕıznakový prostor o daľśı proměnné
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Neuronové śıtě 1 - hodina 2: Umělý neuron

1 Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

2 Neuronová śıt’

3 Logický prahový obvod

4 Lineárńı separabilita

5 Perceptron a jeho algoritmus učeńı

6 Př́ıklady

7 XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Už v́ıme:
Perceptron (se skokovou p̌renosovou funkćı) můžeme použ́ıt jako
lineárńı klasifikátor vstupńıch vzor̊u do dvou množin/ťŕıd (P a P).

Dělićı nadrovina
určená (n+1)–rozměrným váhovým vektorem ~w je množina všech
bodů ~x ∈ Rn , pro které ~w · ~x + w0 = 0

Problém:
Nalézt takové váhy, resp. práh/bias, které by umožnily rozdělit
vstupńı vzory správně do množin P a P- pomoćı děĺıćı nadroviny

Možné řešeńı:
Perceptronový (Rosenblatt̊uv) algoritmus učeńı (Rosenblatt, 1959)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Data, na základě kterých se bude model učit:

trénovaćı množina T

množina N trénovaćıch vzor̊u T = {(~x1, d1), ..., ( ~xN , dN)}
trénovaćı vzor (training pattern) ... (~x , d),

~x = (x1, ..., xn) ... vstupńı vzor (input pattern), má n p̌ŕıznak̊u
d ∈ {−1, 1} ... požadovaný (očekávaný) výstup

T můžeme rozdělit do dvou množin P a P:

P ... kladné (pozitivńı) vzory (d = 1)
P ... záporné (negativńı) vzory (d = −1)
T = P ∪ P
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Data, na základě kterých se bude model učit:

Trénovaćı množina T = {(~x1, d1), ..., ( ~xN , dN)}:
Maticová reprezentace T = (X |~d):
x11 x12 ... x1n d1 ... 1. trénovaćı vzor
x21 x22 ... x2n d2 ... 2. trénovaćı vzor
... ... ... ...
xN1 xN2 ... xNn dN ... Ntý trénovaćı vzor

Pro rozš́ı̌rený p̌ŕıznakový prostor:
x10 = 1 x11 ... x1n d1 ... 1. trénovaćı vzor
x20 = 1 x21 ... x2n d2 ... 2. trénovaćı vzor

... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN ... Ntý trénovaćı vzor
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Ćll učeńı:
Nastavit váhy (a bias) neuronu tak, aby správně klasifikoval
všechny trénovaćı vzory, tj:

yp = dp ... pro všechny trénovaćı vzory z T
yp ... skutečná odezva (výstup) neuronu pro vstupńı vzor ~xp

Perceptron se skokovou p̌renosovou funkćı:

yp = sign(ξp)

ξp =
n∑

i=1

wixpi + w0 =
n∑

i=0

wixpi = ~w · ~xp

~xp = (1, xp1, ..., xpn) ... rozš́ı̌rený vstupńı vzor

→ Chceme:

~w · ~xp < 0 ... pro rozš́ı̌rené trénovaćı vzory z P

~w · ~xp > 0 ... pro rozš́ı̌rené trénovaćı vzory z P
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Chceme:
~w · ~xp < 0 ... pro rozš́ı̌rené trénovaćı vzory z P
~w · ~xp > 0 ... pro rozš́ı̌rené trénovaćı vzory z P

Možnosti:
1 Soustava nerovnic nemá řešeńı → hledáme neperfektńı řešeńı
2 Existuje alespoň jedno perfektńı řešeńı ~w v Rn+1 → existuje

nekonečně mnoho řešeńı v Rn+1 (dokonce v Zn+1)

Možné doplňkové podḿınky:

|w0|+ |w1|...+ |wn| = min√
w0

2 + · · ·wn
2 = min

max(|w0|, ..., |wn|) = min

x1

w

w.x = 0

-3 -2 -1 0 1 2 3

x2

-3

-2

-1

1

2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - algoritmus učeńı

Značeńı:

y = f (~x) ... skutečná odezva (výstup) neuronu pro vstupńı
vzor ~x (a d je požadovaná odezva)

Ćılová (chybová) funkce

počet chybně klasifikovaných vzor̊u: E =
∑

(~x ,d)∈T [d 6= f (~x)]
pro bipolárńı model:

E =
∑
x∈P

1

2
(1− f (~x)) +

∑
x∈P

1

2
(1 + f (~x))

pro binárńı model:

E =
∑
x∈P

(1− f (~x)) +
∑
x∈P

f (~x)

Ćıl učeńı:

Minimalizace E v prostoru vah. Nejlépe E = 0.
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı

Myšlenka a odvozeńı:

budeme pracovat v
rozš́ı̌reném p̌ŕıznakovém a
váhovém prostoru

Chceme:

~w · ~x < 0 pro (~x , d) ∈ P

~w · ~x > 0 pro (~x , d) ∈ P

Z definice skalárńıho součinu:

~w · ~x = |~w ||~x |cos(α)

→
~w · ~x = 0 ... |α| = 90◦

~w · ~x > 0 ... |α| < 90◦

~w · ~x < 0 ... 180 ≥ |α| > 90◦

Geometrická interpretace:

x1

w

w.x = 0

x-3 -2 -1 0 1 2 3

y

-3

-2

-1

1

2

3

x2

w.x1 < 0

w.x2 >0

α
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı

Myšlenka a odvozeńı:

~w0 ... počátečńı (aktuálńı)
vektor vah

(~x1, d1 = 1) ∈ P ...
trénovaćı vzor, pro který
model dává nesprávný
výstup:
~w0 · ~x1 ≤ 0

Co uděláme:

otoč́ıme ~w0, aby se zmenšil
úhel mezi ~w0 a ~x1

→ ideálně |α| < 90

Geometrická interpretace:

x1

w0

w0.x = 0

x-3 -2 -1 0 1 2 3

y

-3

-2

-1

1

2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı

Myšlenka a odvozeńı:

~w0 ... počátečńı (aktuálńı)
vektor vah

(~x1, d1 = 1) ∈ P ...
trénovaćı vzor, pro který
model dává nesprávný
výstup:
~w0 · ~x1 ≤ 0

Co uděláme:

otoč́ıme ~w0, aby se zmenšil
úhel mezi ~w0 a ~x1

→ ideálně |α| < 90
→ p̌ričteme ~x1 k ~w0

~w1 = ~w0 + ~x1

Geometrická interpretace:

w1

x1

w0

w0.x = 0

x-3 -2 -1 0 1 2 3

y

-3

-2

-1

1

2

3
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı

Myšlenka a odvozeńı:

~w1 ... aktuálńı vektor vah

trénovaćı vzor
(~x2, d2 = −1) ∈ P, pro
který:
~w1 · ~x2 ≥ 0

Co uděláme:

otoč́ıme ~w1, aby se zvěťsil
úhel mezi ~w1 a ~x2

→ ideálně |α| > 90
→ odečteme ~x2 od ~w0

~w2 = ~w1 − ~x2

Geometrická interpretace:

w1

x2

w0

w2

w0.x = 0

x-3 -2 -1 0 1 2 3

y

-3

-2

-1

1

2

3

39 / 76



Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

1 Inicializuj váhy:
~w(0) = (w0,w1, ...,wn)T ... vektor vah v čase 0 (včetně
prahu/biasu) w0 = b = −h

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (~xt , dt):
~xt = (xt0 = 1, xt1, , ..., xtn) ... vstupńı vzor
dt ... požadovaný výstup

3 Spočti skutečný výstup (odezvu śıtě):
yt = sign(~xt ~w)

4 Adaptuj váhy:

~w(t + 1) =


~w(t) pokud y(t) = d(t)
~w(t) + ~xTt pokud yt 6= 1, dt = 1
~w(t)− ~xTt pokud yt 6= −1, dt = −1

jinak napsáno: ~w(t + 1) = ~w(t) + ~xTt sign(dt − yt)
5 Pokud t nedosáhl maximálńı hodnoty, p̌rejdi ke kroku 2.
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Jak p̌redkládat trénovaćı vzory? .... r̊uzné strategie:
1 iterativně: jeden po druhém

po tzv. epochách: během jedné epochy se každý vzor se
p̌redlož́ı právě jednou
počet epoch .... kolikrát se p̌redlož́ı celá trénovaćı množina

2 náhodně ... v každé iteraci se zvoĺı náhodný trénovaćı vzor
3 vhodná kombinace p̌redchoźıch strategíı:

1 vrámci každé epochy vzory náhodně uspǒrádáme
2 nejprve p̌redkládáme vzory náhodně, na konci učeńı

systematicky projdeme všechny vzory
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Jak inicializovat váhy? .... r̊uzné strategie:

~w(0) = ~0

náhodně: malé náhodné hodnoty

použ́ıt nějakou heuristiku: nap̌r. pr̊uměr vzor̊u z P - pr̊uměr
vzor̊u z P

...

Kdy ukončit učeńı?

1 p̌redem daný počet iteraćı nebo epoch

2 jakmile E = 0, pop̌r. jakmile je chyba dostatečně malá ...
E < Emin
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Co když jsou vstupńı vzory r̊uzně velké?

nebo co když je jeden nebo několik vzor̊u tzv. odlehlých
(outliers)?
→ může to vést k výraznému zpomaleńı učeńı

Řešeńı: normalizace vstupńıch vektor̊u na stejnou velikost:

~xnew =
~x

|~x |
=

~x√
x2

0 + x2
1 + ...+ x2

n

→ normalizovaný Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Výhody

Triviálńı algoritmus

Pro lineárně separabilńı množiny algoritmus konverguje, tj.
nalezne správné řešeńı v konečném počtu krok̊u (Rosenblatt,
1959)

Nevýhody

Velmi pomalý algoritmus

skutečný počet krok̊u roste exponenciálně s počtem vstupů
odlehlé vzory (pokud neprovedeme normalizaci)

Uḿı klasifikovat jen lineárně separabilńı množiny

Chyb́ı rozš́ı̌reńı pro v́ıce vrstev

Špatné zobecňováńı ... nemuśı naj́ıt ,,ideálńı” děĺıćı nadrovinu
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

~w(0) = ~0

vzory p̌redkládáme iterativně (v rámci epochy náhodně)
c, b, d, a; b, a, c, d; ...
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı c, b, d, a; b, a, c, d; ...

w0 w1 w2 d ξ y operace

~w(0) 0 0 0
c +1 +1 -1 +1 0 0 +

~w(1) +1 +1 -1
b +1 -1 +1 +1 -1 -1 +

~w(2) +2 0 0
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı c, b, d, a; b, a, c, d; ...

w0 w1 w2 d ξ y operace

~w(2) +2 0 0
d +1 +1 +1 -1 +2 +1 -

~w(3) +1 -1 -1
a +1 -1 -1 +1 +3 +1 nic
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı (1959)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı c, b, d, a; b, a, c, d; ...

w0 w1 w2 d ξ y operace

~w(4) +1 -1 -1
b +1 -1 +1 +1 +1 +1 nic
a +1 -1 -1 +1 +3 +1 nic
c +1 +1 -1 +1 +1 +1 nic
d +1 +1 +1 -1 -1 -1 nic, konec

→ ~w = (+1,−1,−1)T
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Daľśı algoritmy učeńı

Daľśı varianty perceptronového uč́ıćıho algoritmu
1 Dávkový algoritmus učeńı

celou trénovaćı množinu p̌redlož́ıme najednou:

~w(t + 1) = ~w(t) +
N∑

p=1

~xTp sign(dp − yp)

2 Rosenblatt̊uv algoritmus s parametrem učeńı
p̌ri p̌rič́ıtáńı/odč́ıtáńı vzory váž́ıme:
~w(t + 1) = ~w(t) + α~xTt sign(dt − yt)

3 Přihrádkový algoritmus
pro nalezeńı optimálńıho řešeńı i pro lineárně neseparabilńı
množiny

Hebbovo učeńı

každý trénovaćı vzor se p̌redlož́ı právě jednou:

~w(t + 1) = ~w(t) + dt~x
T
t
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Dávkový algoritmus učeńı

celou trénovaćı množinu p̌redlož́ıme najednou:

~w(t + 1) = ~w(t) +
N∑

p=1

~xTp sign(dp − yp)

Pro maticovou reprezentaci:
w(t) = (w0,w1, ...,wn)T

T = (X , ~d)
x10 = 1 x11 ... x1n d1

... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN

~w(t + 1) = ~w(t) + XT sign(~d − ~y)
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Dávkový algoritmus učeńı

1 Inicializuj váhy:
~w(0) = (w0,w1, ...,wn)T ... vektor vah v čase (epoše) 0

2 Předlož celou trénovaćı množinu (X , ~d)
x10 = 1 x11 ... x1n d1

... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN

3 Spočti skutečný výstup (odezvu śıtě) ~y :

~y = sign(X ~w)

4 Adaptuj váhy:

~w(t + 1) = ~w(t) + XT sign(~d − ~y)

5 Pokud počet epoch nedosáhl maximálńı hodnoty, p̌rejdi ke
kroku 2.
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Dávkový algoritmus učeńı

Výhody a nevýhody

maticová reprezentace, možnost paralelizace výpočtu

často rychleǰśı a stabilněǰśı konvergence než u Rosenblattova
algoritmu (ale ne vždy)

výsledek učeńı nezáviśı na pǒrad́ı vzor̊u

věťśı pamět’ová náročnost

důkaz konvergence? ... konečnost algoritmu nelze zaručit :(

52 / 76



Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

každý trénovaćı vzor p̌redlož́ıme právě jednou:
1 Inicializuj váhy:
~w(0) = ~0T

2 Pro každý trénovaćı vzor ~xt (t = 1, · · · ,N) uprav váhy:

~w(t + 1) = ~w(t) + dt~x
T
t

maticově:
~w = XT ~d

Výhody a nevýhody

jednoduš̌śı než Rosenblatt̊uv algoritmus

p̌ri učeńı neńı ťreba poč́ıtat skutečný výstup

výsledek učeńı nezáviśı na pǒrad́ı vzor̊u

váhy lze snadno interpretovat

nezaručuje nalezeńı perfektńıho řešeńı
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı:

w0 w1 w2

~w(0) 0 0 0
da~xa +1 -1 -1

~w(1) +1 -1 -1
db~xb +1 -1 +1
~w(2) +2 -2 0
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı:

w0 w1 w2

~w(2) +2 -2 0
dc~xc +1 +1 -1

~w(3) +3 -1 -1
dd~xd -1 -1 -1
~w(4) +2 -2 -2

→ ~w = (+2,−2,−2)T
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

Př́ıklad 1

x0 x1 x2 d

a +1 -1 -1 +1
b +1 -1 +1 +1
c +1 +1 -1 +1
d +1 +1 +1 -1

Řešeńı maticově: ~w = XT ~d

→ ~w = (+2,−2,−2)T ... naučil se perceptron správně?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Bipolárńı Perceptron - Hebbovo učeńı (1949)

Př́ıklad 1
Řešeńı : ~w = (+2,−2,−2)T ... naučil se perceptron správně?

x0 x1 x2 d ξ y

a +1 -1 -1 +1 +6 +1 ok
b +1 -1 +1 +1 +2 +1 ok
c +1 +1 -1 +1 +2 +1 ok
d +1 +1 +1 -1 -2 -1 ok

→ ano (ale nemuśı to tak zdaleka být vždy)
Poznámka

stejný by byl prvńı krok dávkového algoritmu učeńı pro ~w0 = ~0

Hebbovo učeńı můžeme použ́ıt pro inicializaci vah pro
Rosenblatt̊uv algoritmus
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus s parametrem
učeńı

1 Inicializuj váhy a práh malými náhodnými hodnotami:
~w(0) = (w0,w1, ...,wn) ... vektor vah v čase 0 (včetně
prahu/biasu) w0 = b = −h

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (~xt , dt):
~xt = (xt0 = 1, xt1, , ..., xtn) ... vstupńı vzor
dt ... požadovaný výstup

3 Spočti skutečný výstup (odezvu śıtě):
yt = sign(~w · ~xt)

4 Adaptuj váhy:

~w(t + 1) =


~w(t) pokud y(t) = d(t)
~w(t) + α~xTt pokud yt 6= 1, dt = 1
~w(t)− α~xTt pokud yt 6= −1, dt = −1

jinak napsáno: ~w(t + 1) = ~w(t) + α~xTt sign(dt − yt)
α ... parametr učeńı

5 Pokud t nedosáhl maximálńı hodnoty, p̌rejdi ke kroku 2.
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Rosenblatt̊uv algoritmus s parametrem
učeńı

Jak ovlivńı volba parametru učeńı výsledek?

výrazné zrychleńı učeńı

Doporučeńı: α ∈ (0, 1]

Nejlépe: α zpočátku velké, postupně α→ 0

Výhody a nevýhody

Obvykle rychleǰśı než Rosenblatt̊uv algoritmus

Pro lineárně separabilńı množiny algoritmus konverguje, tj.
nalezne správné řešeńı v konečném počtu krok̊u (Rosenblatt,
1959)

Skutečný počet krok̊u roste exponenciálně s počtem vstupů

Problém je, pokud množiny vzor̊u nejsou lineárně separabilńı
→ algoritmus diverguje
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Perceptron a jeho algoritmus učeńı

Perceptron - Přihrádkový algoritmus (Gallant, 1990)

Idea

Použiji (iterativńı) Rosenblatt̊uv algoritmus učeńı

Nejlepš́ı doposud nalezený vektor vah mám uložený v
p̌rihrádce

Pokud najdu lepš́ı váhový vektor (tj. s menš́ı chybou), ulož́ım
ho do p̌rihrádky

Výhody

I pro lineárně neseparabilńı množiny vzor̊u nalezne algoritmus
nejlepš́ı řešeńı.

Pokud je trénovaćı množina konečná a složky váhového
vektoru a vstupńıch vektor̊u jsou racionálńı, lze ukázat, že
p̌rihrádkový algoritmus konverguje k optimálńımu řešeńı s
pravděpodobnost́ı 1 (Gallant, 1990).
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Neuronové śıtě 1 - hodina 3: Umělý neuron

1 Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

2 Neuronová śıt’

3 Logický prahový obvod

4 Lineárńı separabilita

5 Perceptron a jeho algoritmus učeńı

6 Př́ıklady

7 XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Př́ıklady - 1. Ukázky uč́ıćıch algoritmů v Pythonu

rosenblatt perceptron.ipynb

Rosenblatt̊uv uč́ıćı algoritmus - vybrané varianty (iterativńı,
dávkový, s parametrem učeńı), Hebbovo učeńı
Zobrazeńı dat a děĺıćı nadroviny
Přiklady: učeńı jednoducých logických funkćı:

Negace AND

x1 x2 d

-1 -1 +1
-1 +1 +1
+1 -1 +1
+1 +1 -1

Ukázka: Jak se perceptron
uč́ı pomoćı r̊uzných variant
algoritmu a jak se postupně
posouvá děĺıćı nadrovina.

XOR (Exkluzivńı OR)

x1 x2 d = x1 ⊗ x2

-1 -1 -1
-1 +1 +1
+1 -1 +1
+1 +1 -1

Ukázka: Jak prob́ıhá učeńı
perceptronu v p̌ŕıpadě, že
data nejsou lineárně
separabilńı. 63 / 76
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Př́ıklady

Př́ıklady - 2. Různé praktické úlohy

perceptron examples.ipynb

Učeńı jednoducých logických funkćı

Data s odlehlými vzory.

Náhodně vygenerovaná data.

Ṕısmena.

Ručně psané č́ıslice.
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Učeńı jednoducých logických funkćı

Př́ıklad 1 – Žlučńıkový záchvat

vlašák bůček léky Bude mi zle?

+1 -1 -1 +1
+1 -1 +1 -1
+1 +1 -1 +1
-1 +1 +1 -1
+1 +1 -1 +1
+1 +1 +1 +1

Jak dlouho se bude perceptron učit? Nauč́ı se danou úlohu?

Jsou nějaké rozd́ıly mezi uč́ıćımi algoritmy?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Učeńı jednoducých logických funkćı

Př́ıklad 2 - Hospoda (variace na majoritńı obvod)

Pavel Pepa Honza Jde se na pivo?

+1 -1 -1 -1
+1 -1 +1 +1
-1 +1 -1 -1
-1 +1 +1 +1
+1 +1 -1 +1
+1 +1 +1 +1
-1 -1 -1 -1
-1 -1 +1 -1

Jak dlouho se bude perceptron učit? Nauč́ı se danou úlohu?

Jsou nějaké rozd́ıly mezi uč́ıćımi algoritmy?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Př́ıklady - Různé praktické úlohy

Vzájemné porovnáváńı model̊u strojového učeńı, zde r̊uzných
variant Rosenblattova algoritmu učeńı

Obykle nás zaj́ımá chyba (jak dob̌re se model úlohu naučil) a
efektivita (zde počet epoch/čas)

Protože je Rosenblatt̊uv algoritmus částečně stochastický,
pr̊uběh a výsledek učeńı může být pokaždé jiný

Proto je lepš́ı zopakovat experiment nap̌r. 100 krát a porovnat
pr̊uměrné hodnoty veličin (p̌ŕıpadně jejich rozptyl).

Pro r̊uzné úlohy může vyj́ıt jako nejlepš́ı jiná varianta
modelu/algoritmu.
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Př́ıklady

Př́ıklady - Různé praktické úlohy

Př́ıklad 3 - Data s odlehlými vzory

Máme data, kde vstupńı vektory maj́ı r̊uznou délku (zde je
odlehlý 3. vzor)

x1 x2 y

−0.5 −0.5 1
0.3 −0.5 1
−40 50 -1
−0.5 0.5 -1
−0.1 1.0 1

Jak dlouho se bude perceptron učit? Nauč́ı se danou úlohu?

Jak dlouho se bude perceptron učit, pokud normalizujeme
všehny vstupńı vektory na délku 1?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

Př́ıklady

Př́ıklady - Různé praktické úlohy

Př́ıklad 4 - Náhodně generovaná data

Pokud porovnáváme r̊uzné modely nebo algoritmy, je dobré
zač́ıt s uměle, nap̌r. náhodně, generovanými daty

V tomto p̌ŕıpadě data nejsou zcela lineárně separabilńı (je
p̌ridán náhodný šum)

Generujte data opakovaně (r̊uzně) a pozorujte, jak se
perceptrony uč́ı. Která varianta Rosenblattova algoritmu je
podle vás pro tuto úlohu nejlepš́ı?

Př́ıklad 5 - Náhodně generované shluky

Potom vygenerujeme data obsahuj́ıćı dva shluky vzor̊u

Generujte data opakovaně (r̊uzně) a pozorujte, jak se
perceptrony uč́ı. Která varianta Rosenblattova algoritmu je
podle vás pro tuto úlohu nejlepš́ı?
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Př́ıklady

Př́ıklady - Různé praktické úlohy

Př́ıklad 5 - Ṕısmena letters example.ipynb

Využijeme p̌ripravenou datovou sadu letters.csv

Ṕısmena byla segmentována z letters.png

Prohlédněte si datovou sadu a zobrazte si některá ṕısmenka

Vytvǒŕıme testovaćı množinu: data s p̌ridaným šumem nebo
následně vyhlazená

Naučte perceptron pomoćı r̊uzných algoritmů (a variant)
rozpoznávat jednotlivá ṕısmena.

Určete chybu klasifikace na trénovaćı množině i na testovaćıch
množinách (pop̌r. i počet epoch / čas učeńı)

S jak moc velkým šumem v datech si ještě perceptron poradil?

Pod́ıvejte se, se kterými ṕısmenky měl perceptron nejvěťśı
problémy.

Který uč́ıćı algoritmus si vedl nejlépe?
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Př́ıklady

Př́ıklady - Různé praktické úlohy

Př́ıklad 6 - Ručně psané č́ıslice

Využijeme p̌ripravenou datovou sadu OcrData.csv s ručně
psanými č́ıslicemi

Prohlédněte si datovou sadu a zobrazte si některé č́ıslice
(využijte p̌redp̌ripravený skript)

Naučte perceptron pomoćı r̊uzných algoritmů (a variant)
rozpoznávat jednotlivé č́ıslice.

Určete (a porovnejte) chybu klasifikace na trénovaćı množině
(pop̌r. i počet epoch / čas učeńı)

Pod́ıvejte se, se kterými č́ıslicemi měl perceptron nejvěťśı
problémy

Který uč́ıćı algoritmus si vedl nejlépe?
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Neuronové śıtě 1 - Umělý neuron

XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

Neuronové śıtě 1 - hodina 3: Umělý neuron

1 Opakováńı a dokončeńı - Perceptron

2 Neuronová śıt’

3 Logický prahový obvod

4 Lineárńı separabilita

5 Perceptron a jeho algoritmus učeńı

6 Př́ıklady

7 XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu
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XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

Př́ıklad : Exkluzivńı OR (XOR) - dobrovolný domáćı úkol

1 XOR můžeme pomoćı základńıch logických operaćı (AND,
OR, NOT) reprezentovat r̊uzně, zvládnete navrhnout několik
r̊uzných způsobů?

2 Navrhněte co nejmenš́ı neuronovou śıt’, která bude
reprezentovat XOR. Kolik bude obsahovat neuronů?
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XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

Př́ıklad : Exkluzivńı OR (XOR)

1. řešeńı: x1 ⊗ x2 = (x1 ∨ x2) ∧ ¬(x1 ∧ x2)

OR

-1

AND

AND

x1

x2

+1

+1

+1

+1

y

+1

-1

+1

-1
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XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

Př́ıklad : Exkluzivńı OR (XOR)

2. řešeńı: x1 ⊗ x2 = (x1 ∧ ¬x2) ∨ (¬x1 ∧ x2)

OR

-1

AND

AND

x1

x2
+1

+1

+1
+1

y

+1
-1

-1

-1
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XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

XOR - Řešeńı dobrovolného domáćıho úkolu

Př́ıklad : Exkluzivńı OR (XOR)

3. řešeńı:
x1 ⊗ x2 = (x1 ∨ x2) ∧ ¬(x1 ∧ x2) = (x1 ∨ x2) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2)

OR

OR

AND

x1

x2
+1

+1

+1

+1

+1

y

+1
-1

-1 -1
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