
18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Co jsme prob́ırali minule

1 Přehled r̊uzných p̌renosových funkćı

lineárńı

Úloha lineárńı regrese
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y = w1.x1 + w0

x-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

sigmoida, hyperbolický
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Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Co jsme prob́ırali minule

2 Úloha lineárńı regrese a jej́ı řešeńı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

chceme aby se skutečný výstup
neuronu yp se co nejméně lǐsil od
požadovaného dp

minimalizujeme chybovou funkci
SSE (součet čtverc̊u) v prostoru
vah: 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

X
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y

ESSE (w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp − yp)
2
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Co jsme prob́ırali minule

3 Úloha lineárńı regrese a jej́ı řešeńı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

Učeńı lineárńı regrese
p̌ŕımým výpočtem
(metoda LSQ)

w⃗ = (XTX )−1XT d⃗

pop̌r.:

w⃗ = lim
λ→0+

(XTX+λI )−1XT d⃗

Gradientńı metoda učeńı

3 2 1 0 1 2 3
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f(x
)

w⃗(t + 1) = w⃗(t)− α∇ESSE (w⃗) =

= w⃗(t) + α(dt − yt)x⃗
T
t
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Co jsme prob́ırali minule

4 Gradientńı metoda pro libovolnou spojitou (a
diferencovatelnou) p̌renosovou funkci f

Chybová funkce SSE:

E (w⃗) =
N∑

p=1

Ep(w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp−yp)
2 =

1

2

N∑
p=1

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)2

Parciálńı derivace:

∂Ep

∂wi
=

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)
f ′(ξp)(−xpi ) = −(dp − yp)f

′(ξp)xpi

Adaptačńı pravidlo (po p̌redložeńı p-tého vzoru v čase t)

wi (t + 1) = wi (t)− α
∂Ep

∂wi
= wi (t) + αf ′(ξp)(dp − yp)xpi

pro vektor vah:

w⃗(t + 1) = w⃗(t)− α∇Ep(w⃗) = w⃗(t) + αf ′(ξp)(dp − yp)x⃗p 4 / 53



18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Co jsme prob́ırali minule

Obecné schéma gradientńı metody (GD, gradient descent)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
w⃗(0) = (w0,w1, ...,wn)

T

Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (x⃗t , dt) a spočti potenciál a
skutečný výstup neuronu:
ξt = x⃗tw⃗
yt = f (ξt)

3 Adaptuj váhy:

w⃗(t + 1) = w⃗(t) + αt f
′(ξt)(dt − yt)x⃗

T
t

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Opakováńı - neurony s lineárńı a obecne spojitou p̌renosovou funkćı

Diskuse gradientńı metody

Co ovlivňuje, jak velký bude p̌ŕır̊ustek vah?

△w⃗(t) + αt f
′(ξt)(dt − yt)x⃗

T
t

(dt − yt) ... rozd́ıl mezi skutečným a požadovaným výstupem
α ... parametr učeńı (learning rate)
x⃗Tt ... vstupńı vzor → důležitost normalizace
f ′(ξt) ... pro sigmoidu / hyperbolický tangens klesá s rostoućı
vzdálenost́ı vzoru od děĺıćı nadroviny
→ riziko saturace neuronu

Jak se vyhnout saturaci neuronu?

důležitost normalizace vstupńıch dat a inicializace vah ,,kolem
nuly”
pop̌ŕıpadě pro sigmoidu / hyperbolický tangens použ́ıt jinou
chybovou funkci (nap̌r. cross-entropy)
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’

Dnešńı hodina

1 Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuron̊u

2 V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’ (MLP)

3 Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (backpropagation)
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

Motivace: p̌ŕıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd
Velikost Srst Mluv́ı? Tř́ıda
Malá Krátká Ne Kočka
Velká Dlouhá Ne Pes
Malá Žádná Ano Papoušek
Sťredńı Krátká Ne Kočka
Malá Sťredńı Ne Pes
... ...

Jak na to?

nejprve hodnoty p̌ŕıznak̊u p̌revedeme z kategoriálńıch hodnot
na numerické
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

Motivace: p̌ŕıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd
Velikost Srst Mluv́ı? Tř́ıda

-1 0 -1 1 (Kočka)
1 1 -1 2 (Pes)
-1 -1 1 3 (Papoušek)
0 0 -1 1 (Kočka)
... ...

Kategorie → numerické hodnoty
1 p̌revedeme hodnoty jednoduše na -1 a 1 (binárńı hodnoty)
2 p̌revedeme každou kategorii na č́ıslo a normalizujeme na

interval [−1, 1] (pokud kategorie lze uspǒrádat)
3 p̌revedeme jeden p̌ŕıznak na k p̌ŕıznak̊u s hodnotami -1 a 1

(pokud kategorie nelze uspǒrádat)
4 p̌revedeme každou kategorii na č́ıslo (hodnoty 1...k pro k

kategoríı), v p̌ŕıpadě neuronové śıtě nepraktické
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

Motivace: p̌ŕıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd
Velikost Srst Mluv́ı? Tř́ıda

-1 0 -1 1 (Kočka)
1 1 -1 2 (Pes)
-1 -1 1 3 (Papoušek)
0 0 -1 1 (Kočka)
... ...

Jak úlohu nauč́ıme?
1 pro každou kategorii nauč́ıme jeden neuron (jeden po druhém)

a sleṕıme výsledky ...

Velikost Srst Mluv́ı? Kočka
-1 0 -1 1
0 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
0 0 -1 1
... ...
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

Motivace: p̌ŕıklad klasifikace do v́ıce ťŕıd
Velikost Srst Mluv́ı? Kočka Pes Papoušek

-1 0 -1 1 -1 -1
0 1 -1 -1 1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1
0 0 -1 1 -1 -1
... ...

Jak úlohu nauč́ıme?

2 lépe: sestroj́ıme neuronovou śıt’ s jednou vrstvou neuronů a
nauč́ıme ji najednou
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Model je reprezentován matićı vah

W =

 w01 w02 ... w0m

... ... ...
wn1 wn2 ... wnm


každému neuronu odpov́ıdá jeden sloupec matice

maj́ı-li jednotlivé neurony p̌renosovou funkci f : R → R,
definujeme f (ξ⃗) = (f (ξ1), ..., f (ξN))

T
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Výstup modelu:
y⃗ = f (ξ⃗) = f (x⃗W )

Trénovaćı množina je ve tvaru T = (X ,D)
x10 = 1 x11 ... x1n d11 ... d1m

... ... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN1 ... dNm

Y = f (Ξ) = f (XW )
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

1 Neurony s lineárńı p̌renosovou funkćı
→ mnohorozměrná lineárńı regrese

lineárńı neuronová śıt’

2 Neurony se skokovou nebo tanh p̌renosovou funkćı (pop̌r.
logsig)
→ lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (úloha rozpoznáváńı
vzor̊u)

jednovrstvý perceptron
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı neuronová śıt’

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

tvǒrena jednou vrstvou lineárńıch neuronů (v́ıce vrstev by
nep̌rineslo žádný benefit)
mnohorozměrná lineárńı regrese
výstup modelu:

Y = XW

Učeńı metodou LSQ

W = (XTX )−1XTD

Učeńı gradientńı metodou
15 / 53
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Učeńı gradientńı metodou

1 SGD (stochastická gradientńı metoda) - v každém kroku
adaptuji váhy jen jednoho náhodně zvoleného neuronu

2 váhové vektory všech neuronů adaptuji současně
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Učeńı gradientńı metodou ... chybová funkce SSE

ESSE (W ) =
m∑
j=1

ESSE (w⃗j) =
1

2

m∑
j=1

N∑
p=1

(dpj − ypj)
2

=
1

2

m∑
j=1

N∑
p=1

(
dpj − f (

n∑
i=0

wijxpi )

)2

=
N∑

p=1

Ep(w⃗j)

Parciálńı derivace:

∂Ep

∂wij
=

(
dpj − f (

n∑
i=0

wijxpi )

)
f ′(ξpj)(−xpi ) = −(dpj−ypj)f

′(ξpj)xpi
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Učeńı gradientńı metodou

Adaptačńı pravidlo pro jednu váhu:

wij(t + 1) = wij(t) + αt(dtj − ytj)f
′(ξtj)xti

Adaptačńı pravidlo pro jeden neuron s vektorem vah w⃗j :

w⃗j(t + 1) = w⃗j(t) + αt(dtj − ytj)f
′(ξtj)x⃗

t
t

Adaptačńı pravidlo pro jednu vrstvu neuronů s matićı vah W :

W (t + 1) = W (t) + αt x⃗
T
t [f ′(ξ⃗t) ◦ (d⃗t − y⃗t)]
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Obecné schéma gradientńıho algoritmu (GD, gradient
descent)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
W (0) tvaru (n + 1)×m
Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (x⃗t , d⃗t) a spočti potenciál a
skutečný výstup modelu: ξ⃗t = x⃗tW
y⃗t = f (ξ⃗t)

3 Adaptuj váhy:

W (t + 1) = W (t) + αt x⃗
T
t [f ′(ξ⃗t) ◦ (d⃗t − y⃗t)]

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Bipolárńı neurony se skokovou nebo tanh p̌renosovou funkćı

Př́ıklad klasifikačńı úlohy

x1 x2 x3 Tř́ıda
1.5 -2.6 3.7 Tř́ıda 1
2.1 3.2 -0.5 Tř́ıda 2
-1.0 1.8 2.9 Tř́ıda 1
-2.2 0.5 2.0 Tř́ıda 3
... ... ... ...
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

Př́ıklad klasifikačńı úlohy
x1 x2 x3 Tř́ıda
1.5 -2.6 3.7 Tř́ıda 1
2.1 3.2 -0.5 Tř́ıda 2
-1.0 1.8 2.9 Tř́ıda 1
-2.2 0.5 2.0 Tř́ıda 3
... ... ... ...

pokud by vstupńı p̌ŕıznaky nebyly normalizované, měly by se
normalizovat

→ Trénovaćı množina pro bipolárńı model:
x0 x1 x2 x3 d1 d2 d3
1 1.5 -2.6 3.7 1 -1 -1
1 2.1 3.2 -0.5 -1 1 -1
1 -1.0 1.8 2.9 1 -1 -1
1 -2.2 0.5 2.0 -1 -1 -1

21 / 53
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace (rozpoznáváńı vzor̊u)

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd (rozpoznáváńı vzor̊u)

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

pro každou ťŕıdu nauč́ıme jeden perceptron (gradientńı
metodou nebo Rosenblattovým algoritmem v závislosti na
zvolené p̌renosové funkci)

Jak zjist́ım v́ıtěznou ťŕıdu?

argmax
kmax = argmaxkyk

softmax - pouze pro spojitou p̌renosovou funkci

softmax(yk) =
eyk∑m
j=1 e

yj
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Dnešńı hodina

1 Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

2 V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’ (MLP)

3 Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (backpropagation)
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer neural network,
MLP)

Neuronová śıt’ s hierarchickou architekturou:

neurony jsou uspǒrádány do vrstev

všechny neurony v jedné vrstvě jsou propojeny právě se všemi
neurony z následuj́ıćı vrstvy

Speciálńı vstupńı vrstva:

odpov́ıdá vstupům neuronové śıtě

Výstupńı vrstva

výstup (odezva) neuronové śıtě
odpov́ıdá výstupům (aktivitám)
výstupńıch neuronů

výstupní vrstvavstupní vrstva skryté vrstvy
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: E.Volná: Neuronové śıtě 1, Ostrava, 2008, Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu
Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: E.Volná: Neuronové śıtě 1, Ostrava, 2008
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Motivace: V́ıcevrstvý perceptron

Zdroj: Katěrina Horaisová: slidy k p̌redmětu Neuronové śıtě 2, FJFI ČVUT Děč́ın
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer neural network,
MLP)

Neuronová śıt’ s hierarchickou architekturou:

neurony jsou uspǒrádány do vrstev

všechny neurony v jedné vrstvě jsou propojeny právě se všemi
neurony z následuj́ıćı vrstvy

Speciálńı vstupńı vrstva:

odpov́ıdá vstupům neuronové śıtě

Výstupńı vrstva

výstup (odezva) neuronové śıtě
odpov́ıdá výstupům (aktivitám)
výstupńıch neuronů

výstupní vrstvavstupní vrstva skryté vrstvy
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer neural network,
MLP)

Fiktivńı neurony

ke každé skryté vrstvě (podobně
jako ke vstupńı) p̌ridáme jeden
fiktivńı neuron s konstantńım
výstupem 1, který bude
reprezentovat prahy (biasy)
neuronů v následuj́ıćı vrstvě
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V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer neural network,
MLP)

Maticová reprezentace vrstevnaté
neuronové śıtě:

mějme vrstevnatou neuronovou śıt’

s vrstvami
L0 (vstupńı),...,Lmax (výstupńı)

váhy všech neuronů můžeme
reprezentovat pomoćı matic
W1, ...,WLmax

WL ... matice vah mezi vrstvou
L− 1 a L o rozměrech
(nL−1 + 1)× nL

(podobně jako pro jednovrstvou
neuronovou śıt’)

W1 W3W2

L1 L3L2L0
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

V́ıcevrstvá (vrstevnatá) neuronová śıt’

Vrstevnatá neuronová śıt’ (multi-layer neural network,
MLP)

Konfigurace neuronové śıtě:

vektor vah všech neuronů v śıti w⃗ ∼ vektor všech parametr̊u
modelu

Jak vrstevnatou neuronovou śıt’ budeme učit?

můžeme použ́ıt gradientńı metodu pro zvolenou chybovou
funkci E a vektor všech parametr̊u modelu w⃗ :

w⃗(t + 1) = w⃗(t)− α∇E (w⃗)

výpočet parciálńıch derivaćı a proces adaptace vah budou
složitěǰśı než u jedné vrstvy neuronů

výpočet značně zjednoduš́ı algoritmus zpětného š́ı̌reńı chyby
(backpropagation)
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Princip

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

(Werbos, Rumelhart, 1974-1986)
Máme k dispozici

Trénovaćı množina T s N trénovaćımi vzory (x⃗p, d⃗p).
xp = (xp1 , ..., x

p
n ) ... vstupńı vzor

dp = (dp
1 , ..., d

p
m) ... požadovaný výstup

x10 = 1 x11 ... x1n d11 ... d1m
... ... ... ... ...

xN0 = 1 xN1 ... xNn dN1 ... dNm

Vrstevnatá neuronová śıt’ s danou architekturou a s n + 1
vstupńımi a m výstupńımi neurony. Neurony muśı ḿıt
spojitou, diferencovatelnou p̌renosovou funkci.

Ćıl

Nastavit váhy všech neuronů v śıti tak, aby byl skutečný
výstup śıtě stejný jako požadovaný.
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Princip

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

Ćılová (chybová) funkce

ḿısto SSE se často použ́ıvá MSE (mean squared error) ...
pr̊uměrná chyba p̌res všechny vzory EMSE = ESSE/N

pro jeden trénovaćı vzor:

Ep(w⃗) =
1

2

m∑
j=1

(dpj − ypj)
2

pro celou trénovaćı množinu:

E (w⃗) =
1

N

N∑
p=1

Ep =
1

2N

N∑
p=1

m∑
j=1

(dpj − ypj)
2

Ćıl algoritmu zpětného š́ı̌reńı

minimalizace chybové funkce E na dané trénovaćı množině T

obecně lze ale použ́ıt i jinou chybovou funkci (nap̌r.
cross-entropy)
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Princip

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (Backpropagation)

Základńı princip
1 Spočteme skutečnou odezvu śıtě

pro daný trénovaćı vzor.

od vstupńı vrstvy směrem k
výstupńı

2 Porovnáme skutečnou a
požadovanou odezvu śıtě.

3 Adaptujeme váhy a prahy:

proti směru gradientu chybové
funkce
od výstupńı vrstvy směrem ke
vstupńı

1. dopředný průchod

2. zpětný průchod
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Výpočet odezvy neuronové śıtě

3 Předlož́ıme vstupńı vzor x⃗t
4 Postupujeme ve směru od vstupńı vrstvy k výstupńı a pro

každý neuron j spočteme (a zapamatujeme si) jeho výstup ytj
(využijeme k tomu aktivity neuronů v p̌redchoźı vrstvě, včetně
fiktivńıho)

ytj = f (ξtj) = f (
∑
i

wijyti )

(i je index p̌res neurony ve vrstvě p̌redcházej́ıćı neuronu j)

5 Výstup śıtě y⃗ = (y1, ..., ym) tvǒŕı výstupy neuronů ve výstupńı
vrstvě
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Výpočet odezvy neuronové śıtě maticově I.

1 Předlož́ıme vstupńı vzor x⃗
2 Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně spoč́ıtáme vektory

výstupů těchto vrstev y⃗0, ..., y⃗Lmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): y⃗0 = x⃗
Pro L = L1..., Lmax :

z⃗L = f (ξ⃗L) = f (y⃗L−1WL)

y⃗L = (1|z⃗L)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou (L-1) a L

3 Výstup śıtě y⃗ = (y1, ..., ym) = y⃗Lmax tvǒŕı výstupy neuronů ve
výstupńı vrstvě
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Výpočet odezvy neuronové śıtě

Výpočet odezvy neuronové śıtě maticově II.

1 Předlož́ıme matici vstupńıch vzor̊u X
2 Pro vrstvy L = L0, L1, ..., Lmax postupně spoč́ıtáme matice

výstupů těchto vrstev Y0, ...,YLmax :

Pro L = L0 (vstupńı vrstva): Y0 = X
Pro L = L1, .., Lmax :

ZL = f (ξL) = f (YL−1WL)

YL = (1|ZL)

WL je rozš́ı̌rená matice vah mezi vrstvou (L-1) a L

3 Výstup śıtě Y = YLmax tvǒŕı výstupy neuronů ve výstupńı
vrstvě
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

Chybová funkce pro jeden trénovaćı vzor (x⃗t , d⃗t) a skutečný
výstup śıtě y⃗t :

Et =
1

2

m∑
j=1

(dtj − ytj)
2

Parciálńı derivace:
∂Et

∂wij
=

∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

Adaptačńı pravidlo pro váhu z neuronu i do neuronu j v čase t:

wij(t + 1) = wij(t) +△wij(t),

△wij(t) je p̌ŕır̊ustek váhy wij p̌risṕıvaj́ıćı k minimalizaci Et

△wij(t) = −α
∂Et

∂wij
= −α

∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

α je parametr učeńı (learning rate)
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Adaptačńı pravidla

Backpropagation - Adaptačńı pravidla

Označme

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

=
∂Et

∂ξtj
... chybový člen pro nejuron j

Pak

△wij(t) = −α
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

∂ξtj
∂wij

= −αδtj
∂ξtj
∂wij

= −αδtjyti

Pro výstupńı vrstvu:

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

= −(dtj − ytj)f
′(ξtj)

△wij(t) = α(dtj − ytj)f
′(ξtj)yti
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Pro skryté vrstvy:

δtj =
∂Et

∂ytj

∂ytj
∂ξtj

= (
∑
k

∂Et

∂ξtk

∂ξtk
∂ytj

)f ′(ξtj)

= (
∑
k

∂Et

∂ξk
wjk)f

′(ξtj)

= (
∑
k

δtkwjk)f
′(ξtj)

(index k jde p̌res všechny neurony v následuj́ıćı vrstvě)
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Adaptačńı pravidla

Back-propagation - Adaptačńı pravidla

Celkem:
wij(t + 1) = wij(t)− αδtjyti ,

kde

pro výstupńı neuron j:

δtj = f ′(ξtj)(ytj − dtj).

pro skrytý neuron j:

δtj = f ′(ξtj)
∑
k

(δtkwjk).
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Adaptačńı pravidla

Připomenut́ı: Výpočet derivace p̌renosové funkce

Sigmoidálńı ... logsig

y = f (ξ) =
1

1 + e−λξ

f ′(ξ) = λy(1− y)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Hyperbolický tangens ... tanh

y = f (ξ) =
1− e−2λξ

1 + e−2λξ

f ′(ξ) = λ2(1 + y)(1− y)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 5: jedno- a v́ıce-vrstvá neuronová śıt’

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (online varianta)

1 Inicializace śıtě
Inicializujeme váhy a prahy malými náhodnými hodnotami

2 Předlož́ıme daľśı trénovaćı vzor ve tvaru (x⃗t , d⃗t)

3 Dop̌redný výpočet:
Postupujeme ve směru od vstupńı vrstvy k výstupńı a pro
každý neuron j spočteme (a zapamatujeme si) jeho výstup ytj
(využijeme k tomu aktivity neuronů v p̌redchoźı vrstvě, včetně
fiktivńıho)

ytj = f (ξtj) = f (
∑
i

wijyti )

(i je index p̌res neurony ve vrstvě p̌redcházej́ıćı neuronu j)

45 / 53
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (online varianta)

4 Zpětný výpočet
Spočteme chybový člen δtj pro každý neuron j a aktualizujeme
všechny váhy v śıti (ve směru od výstupńı vrstvy k vstupńı):

Pro výstupńı neurony j spočteme:

δtj = f ′(ξtj)(ytj − dtj)

Pro skryté neurony j spočteme:

δtj = f ′(ξtj)
∑
k

(δtkwjk).

(k je index p̌res neurony ve vrstvě následuj́ıćı po vrstvě
obsahuj́ıćı neuron j)
Pro váhu každé hrany (z nějakého neuronu i včetně fiktivńıho)
do neuronu j:

wij(t + 1) = wij(t)− αδtjyti
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Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Algoritmus

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı (online varianta)

5 Ukončuj́ıćı podḿınka
Pokud neńı splněna ukončuj́ıćı podḿınka, vrát́ıme se zpět ke
kroku 2.

Předem daný maximálńı počet epoch.
Časový limit.
Jakmile je pr̊uměrná chyba na trénovaćı množině dostatečně
malá ... E < Emin

Jakmile p̌restane klesat pr̊uměrná chyba na validačńı množině
dat .... early stopping
Jakmile je p̌ŕır̊ustek vah ∆w moc malý ... |∆w | < ∆min
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