
18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Opakováńı - Perceptron a jeho algoritmy učeńı

Co jsme prob́ırali minule

Perceptron

vniťrńı potenciál:
ξ =

∑n
i=0 wi .xi = w⃗ x⃗T

výstup: y = f (ξ)

x1
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wn
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Perceptron se skokovou
p̌renosovou funkćı a jeho
algoritmy učeńı

Rosenblattovo učeńı a
jeho r̊uzné varianty
Hebbovo učeńı

Perceptron se skokovou
p̌renosovou funkćı jako
lineárńı klasifikátor

x2
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Opakováńı - Perceptron a jeho algoritmy učeńı

Motivace

Perceptron se skokovou p̌renosovou funkćı

Aplikace:
Lineárńı klasifikátor do dvou ťŕıd
Realizace logických funkćı

Problém: pokud data nejsou lineárně separabilńı (nap̌r. XOR)

Co s t́ım?

1 kvadratické nebo kubické rozš́ı̌reńı p̌ŕıznakového prostoru
nap̌r. x1, x2, x

2
1 , x

2
2 , x1x2

2 neuronová śıt’ s věťśım počtem perceptronů a vrstev ...
neuḿıme ji naučit :(

→ Co takhle použ́ıt ḿısto skokové funkce nějakou spojitou
p̌renosovou funkci?
→ Umožńı nám to řešit i jiné typy úloh (nap̌r. regresńı)
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Přenosové funkce

Dnešńı hodina

1 Přehled základńıch p̌renosových funkćı
2 Lineárńı neuron a úloha lineárńı regrese

Učeńı lineárńıho neuronu metodou LSQ
Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou
Učeńı neuronu se spojitou p̌renosovou funkćı gradientńı
metodou

3 Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů
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Přenosové funkce

Přenosové (aktivačńı) funkce

vniťrńı potenciál neuronu: ξ =
∑n

i=0 wi .xi = x⃗ w⃗
výstup (aktivita) neuronu: y = f (ξ)
f : R → R ... p̌renosová funkce

Neurony mohou ḿıt r̊uzné p̌renosové funkce s r̊uznými vlastnostmi:

Diskrétńı

Skoková a jej́ı r̊uzné varianty
Kvantovaná

Spojitá

Saturovaná lineárńı
Pozitivně lineárńı (ReLU)
...

Spojitě derivovatelná

Lineárńı
Sigmoidálńı
Radiálńı
...

Podle dosahu:

Globálńı

Lokálńı

Pologlobálńı
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Přenosové funkce

Přenosové (aktivačńı) funkce

Klasické požadavky na globálńı p̌renosovou funkci:

f (y) definovaná na (−∞,∞)

limy→−∞f (y) = m < M = limy→∞f (y)

f (y) ≈ m ... neuron je pasivńı

f (y) ≈ M ... neuron je aktivńı

Typické p̌ŕıklady:

(m,M) = (−∞,∞) ... lineárńı funkce

(m,M) = (0, 1) - binárńı model ... sigmoidálńı

(m,M) = (−1, 1) - bipolárńı model ... hyperbolický tangens
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Přenosové funkce

Již známe: skoková p̌renosová funkce

Pro bipolárńı model neuronu

f (ξ) =

{
1 pro ξ ≥ 0 ... neuron je aktivńı
−1 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

f (ξ) = sign(ξ) =

 1 pro ξ > 0 ... aktivńı
0 pro ξ = 0 ... tichý
−1 pro ξ < 0 ...pasivńı

Pro binárńı model neuronu

f (ξ) =

{
1 pro ξ ≥ 0 ... neuron je aktivńı
0 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

f (ξ) =

 1 pro ξ > 0 .. neuron je aktivńı
0.5 pro ξ = 0 ... neuron je tichý
0 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

ξ

y

ξ

y

ξ

y

ξ

y
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Přenosové funkce

Spojité p̌renosové funkce

Lineárńı (identita)

f (ξ) = ξ ... purelin

Využit́ı

nehod́ı se p̌ŕılǐs pro klasifikačńı úlohy

zato velmi vhodná pro regresńı úlohy

→ jednovrstvá lineárńı neuronová śıt’

→ ve výstupńı vrstvě v́ıcevrstvých/hlubokých śıt́ı
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Přenosové funkce

Spojité p̌renosové funkce

Sigmoidálńı

f (ξ) = 1
1+e−λξ ... logsig

pro binárńı model

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 = 1
= 2
= 5

Hyperbolický tangens

f (ξ) = 1−e−2λξ

1+e−2λξ ... tanh

pro bipolárńı model

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00 = 1
= 2
= 5

→ ,,rozvolněná” skoková p̌renosová funkce
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Přenosové funkce

Spojité p̌renosové funkce

Sigmoidálńı

f (ξ) = 1
1+e−λξ ... logsig

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 = 1
= 2
= 5

Hyperbolický tangens

f (ξ) = 1−e−2λξ

1+e−2λξ ... tanh

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00 = 1
= 2
= 5

parametr λ ... strmost

určuje ḿıru nep̌resnosti výsledku klasifikace na hranićıch

λ → ∞ ... skoková p̌renosová funkce
č́ım je λ menš́ı ... t́ım je šiřśı hranice mezi ťŕıdami
λ → 0 ... neuron nerozlǐsuje (výstup vždy 0.5 resp. 0)
Obvyklá volba λ = 1 nebo λ = 2 pro logsig, λ = 1 pro tansig
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Přenosové funkce

Spojité p̌renosové funkce

Sigmoidálńı

f (ξ) = 1
1+e−λξ ... logsig

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 = 1
= 2
= 5

Hyperbolický tangens

f (ξ) = 1−e−2λξ

1+e−2λξ ... tanh

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00 = 1
= 2
= 5

Využit́ı

pro klasifikačńı úlohy (rozvolněná prahová funkce)

ve skrytých vrstvách vrstevnatých nebo hlubokých
neuronových śıt́ı, rekurentńı śıtě
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Přenosové funkce

Spojité p̌renosové funkce

Saturovaná lineárńı

f (ξ) =


ξ, pro |ξ| ≤ 1

1, pro ξ > 1

−1, pro ξ < −1

bipolárńı i binárńı varianta ... satlins,
satlin

Pozitivně lineárńı (ReLU, rectified linear
unit)

f (ξ) = max(0, ξ) =

{
x , pro ξ > 0

0, pro ξ ≤ 0
... poslin

→ hluboké neuronové śıtě
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Přenosové funkce

Lokálńı p̌renosové funkce

Radiálńı funkce (gausovská)

f (ξ) = e−
ξ2

α ... radbas

ξ = |x⃗−w⃗ |
β

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Trojúhelńıková funkce

f (ξ) =

{
1− |ξ| pro |ξ| ≤ 1

0 jinak
... tribas

ξ = |x⃗−w⃗ |
β

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

→ śıtě s lokálńımi jednotkami, RBF-śıtě
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Přenosové funkce

Daľśı p̌renosové funkce

Stochastický model neuronu: stochastická aktivačńı funkce

f (ξ) = 1 s pravděpodobnost́ı P(ξ)

f (ξ) = 0 s pravděpodobnost́ı 1− P(ξ)

P(ξ) je nejčastěji sigmoidálńı funkce:

P(ξ) = 1

1+e−
ξ
T

T ... pseudoteplota

→ Boltzmanovy stroje, Deep Believe Networks
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Přenosové funkce

Daľśı p̌renosové funkce

Softmax

speciálńı p̌renosová funkce pro klasifikaci do v́ıce ťŕıd

zobecněńı funkce argmax, p̌revád́ı č́ıselné hodnoty na
pravděpodobnosti

f : Rn− > Rn, f (xi ) =
exi∑N
j=1 e

xj

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

→ hod́ı se pouze do výstupńı vrstvy pro klasifikačńı úlohy
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18NES1 Neuronové śıtě 1 - p̌rednáška 4: Neurony se spojitou p̌renosovou funkćı

Přenosové funkce

Dnešńı hodina

1 Přehled základńıch p̌renosových funkćı
2 Lineárńı neuron a úloha lineárńı regrese

Učeńı lineárńıho neuronu metodou LSQ
Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou
Učeńı neuronu se spojitou p̌renosovou funkćı gradientńı
metodou

3 Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů
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Lineárńı neuron

Lineárńı neuron

výstup neuronu: y = ξ =
∑n

i=0 wi .xi = x⃗ w⃗

maticově: y⃗ = Xw⃗ (w⃗ je sloupcový vektor)

Ćıl učeńı:

máme trénovaćı množinu ve tvaru T = (X , d⃗)
x10 = 1 x11 ... x1n d1

... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN

→ hledáme w⃗ , aby platilo: d⃗ = y⃗ , tj. d⃗ = Xw⃗

jedná se o úlohu lineárńı regrese
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Lineárńı neuron

Lineárńı neuron - geometrická interpretace

výstup neuronu: y = w1x + w0

(xk , dk) jsou body v rovině

prokládáme body p̌ŕımkou:

1.00 0.75 0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

0

2

4

6

8

10
y

→ obecně: prokládáme body nadrovinou
(p̌redpokládáme, že mezi vstupńımi veličinami a výstupńı je
lineárńı závislost)
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Lineárńı neuron

Lineárńı neuron

Jak učit lineárńı neuron (tj. model lineárńı regrese)?
metoda nejmenš́ıch čtverc̊u:

chceme aby se skutečný výstup neuronu yp se co nejméně lǐsil
od požadovaného dp
minimalizujeme 1

2

∑N
p=1(dp − yp)

2 ... součet čtverc̊u (SSQ)

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
X

6

7

8

9

10

y

Jak na to?
1 metoda LSQ - založena na explicitńım výpočtu
2 gradientńı metoda (metoda nejvěťśıho spádu)
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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

máme trénovaćı množinu ve tvaru T = (X , d⃗)
x10 = 1 x11 ... x1n d1

... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN

→ hledáme w⃗ , aby platilo: d⃗ = y⃗ , tj. d⃗ = Xw⃗

Řeš́ıme tedy soustavu rovnic:
w0x10 + w1x11 + ... + wnx1n = d1
... ... ... ... ... ...

w0xN0 + w1xN1 + ... + wnxNn = dN
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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

podḿınka na lin. nezávislost sloupc̊u X

podḿınka na hodnost: h(X |d⃗) = h(X )

pokud h(X |d⃗) = h(X ) = n + 1 → soustava má právě jedno
řešeńı

obecně: 1
2

∑N
p=1(dp − yp)

2 = min

Odvozeńı (Gauss):

Xw⃗ = d⃗

XT (Xw⃗) = XT d⃗

(XTX )w⃗ = XT d⃗

...
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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

(XTX )w⃗ = XT d⃗

1 pokud existuje inverzńı matice, tj. |XTX | ≠ 0:

w⃗ = (XTX )−1XT d⃗

2 pokud |XTX | = 0 → soustava má v́ıce řešeńı → provedeme
regularizaci:

w⃗ = (XTX + λI )−1XT d⃗ , λ > 0

w⃗ = lim
λ→0+

(XTX + λI )−1XT d⃗
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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 1 ... w⃗ = (XTX )−1XT d⃗
x0 x1 x2 d

+1 -1 -1 +1
+1 -1 +1 +1
+1 +1 -1 +1
+1 +1 +1 -1

XTX =

 1 1 1 1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1




1 −1 −1
1 −1 1
1 1 −1
1 1 1

 =

 4 0 0
0 4 0
0 0 4



(XTX )−1 =

 1
4 0 0
0 1

4 0
0 0 1

4


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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 1 ... w⃗ = (XTX )−1XT d⃗
x0 x1 x2 d

+1 -1 -1 +1
+1 -1 +1 +1
+1 +1 -1 +1
+ 1 +1 +1 -1

w⃗ =

 1
4 0 0
0 1

4 0
0 0 1

4

 1 1 1 1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1




1
1
1

−1



=

 1
4

1
4

1
4

1
4

−1
4 −1

4
1
4

1
4

1
4

1
4 −1

4
1
4




1
1
1

−1

 =

 1
2

−1
2

−1
2


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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 2 ... w⃗ = (XTX )−1XT d⃗
x0 x1 x2 d

+1 +1 -1 +1
+1 +1 +1 -1

XTX =

 1 1
1 1

−1 1

( 1 1 −1
1 1 1

)
=

 2 2 0
2 2 0
0 0 2


h(XTX ) = 2 → |XTX | = 0 → (XTX )−1neexistuje

Provedeme regularizaci:

w⃗ = (XTX + λI )−1XT d⃗ , λ > 0

w⃗ = lim
λ→0+

(XTX + λI )−1XT d⃗
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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 2 ... w⃗ = (XTX + λI )−1XT d⃗ , λ > 0
x0 x1 x2 d

+1 +1 -1 +1
+1 +1 +1 -1

XTX + λI =

 2 + λ 2 0
2 2 + λ 0
0 0 2 + λ


Po věťśı troše poč́ıtáńı:

(XTX + λI )−1 =

 2+λ
λ2+4λ

− 2
λ2+4λ

0

− 2
λ2+4λ

2+λ
λ2+4λ

0

0 0 1
2+λ


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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 2 ... w⃗ = (XTX + λI )−1XT d⃗ = X+d⃗ , λ > 0

X+ = (XTX + λI )−1XT =

 2+λ
λ2+4λ

− 2
λ2+4λ

0

− 2
λ2+4λ

2+λ
λ2+4λ

0

0 0 1
2+λ


 1 1

1 1
−1 1



=

 λ
λ2+4λ

λ
λ2+4λ

λ
λ2+4λ

λ
λ2+4λ

− 1
2+λ

1
2+λ

 =

 1
λ+4

1
λ+4

1
λ+4

1
λ+4

− 1
2+λ

1
2+λ


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Lineárńı neuron

Učeńı metodou LSQ

Lineárńı neuron - učeńı metodou LSQ

Př́ıklad 2 ... w⃗ = (XTX + λI )−1XT d⃗ = X+d⃗ , λ > 0

λ = 1:

w⃗ = X+d⃗ =

 1
5

1
5

1
5

1
5

−1
3

1
3

( 1
−1

)
=

 0
0

−2
3


λ → 0:

w⃗ = X+d⃗ =

 1
4

1
4

1
4

1
4

−1
2

1
2

( 1
−1

)
=

 0
0

−1


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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Odbočka: gradientńı metoda (metoda nejvěťśıho spádu)

Úloha:

máme funkci f (x⃗) : Rn → R

hledáme x⃗ , pro které je f (x⃗)
minimálńı

→ řešeńı gradientńı metodou:
3 2 1 0 1 2 3

x

0

2

4

6

8

10

12

14

16

f(x
)

1 začneme v nějakém počátečńım bodě x⃗(0)

2 spočteme gradient ∇f (x⃗) =
(

∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, . . . , ∂f
∂xn

)
gradient vyjaďruje směr a velikost nejvěťśıho r̊ustu funkce v
daném bodě

3 v cyklu se posunujeme ,,o kousek” proti směru gradientu:
x⃗(t + 1) = x⃗(t) + α∇f (x⃗)
α je malé kladné č́ıslo (délka kroku, parametr učeńı)
pro jeden parametr: xi (t + 1) = xi (t)− α ∂f

∂xi
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Odbočka: gradientńı metoda (metoda nejvěťśıho spádu)

Problémy:

pro malé α je učeńı pomalé

pro velkéα kmitá (p̌reskakuje řešeńı)

nemuśı naj́ıt globálńı minimum (nap̌r. uv́ızne v lokálńım)

Jak tedy nastavit parametr učeńı? → r̊uzné heuristiky:

nap̌r. αj > 0 malé,
∑∞

i=0 αi = ∞,
∑∞

i=0 α
2
i < ∞

αj =
α0
1+j (Robins-Moore, 1951)
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou (metodou
nejvěťśıho spádu)

Připomenut́ı: lineárńı neuron (model lineárńı regrese)

výstup neuronu: y = ξ =
∑n

i=0 wi .xi = x⃗ w⃗
maticově: y⃗ = Xw⃗ (w⃗ je sloupcový vektor)

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

chceme aby se skutečný výstup neuronu yp se co nejméně lǐsil
od požadovaného dp
minimalizujeme 1

2

∑N
p=1(dp − yp)

2 ... součet čtverc̊u

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
X

6

7

8

9

10

y
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

Metoda nejmenš́ıch čtvrec̊u

minimalizujeme 1
2

∑N
p=1(dp − yp)

2 ... součet čtverc̊u

Řešeńı gradientńı metodou

1 budeme minimalizovat chybovou funkci SSE v prostoru vah:

E (w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp − yp)
2 =

1

2

N∑
p=1

(dp − (
n∑

i=0

wi .xpi ))
2

31 / 50
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

1. Nejprve pro chybovou funkci

E (w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp − yp)
2 =

1

2

N∑
p=1

(
dp − (

n∑
i=0

wi .xpi )

)2

spočteme jej́ı parciálńı derivace:

∂E

∂wi
=

(
dp −

n∑
i=0

wi .xpi

)
(−xpi ) = −(dp − yp)xpi

2. Potom sestav́ıme adaptačńı pravidlo:

wi (t + 1) = wi (t)− α
∂E

∂wi
= wi (t) + α(dp − yp)xpi

pro vektor vah:

w⃗(t + 1) = w⃗(t)− α∇E (w⃗) = w⃗(t) + α(dp − yp)x⃗
T
p
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

Obecné schéma algoritmu (GD, gradient descent)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
w⃗(0) = (w0,w1, ...,wn)

T

Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (x⃗t , dt) a spočti skutečný výstup
neuronu: yt = x⃗tw⃗

3 Adaptuj váhy:

w⃗(t + 1) = w⃗(t) + αt(dt − yt)x⃗
T
t

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

Jak p̌redkládat trénovaćı vzory? .... r̊uzné strategie:
1 iterativně po epochách: během jedné epochy se každý vzor

p̌redlož́ı právě jednou, vrámci každé epochy vzory náhodně
uspǒrádáme

počet epoch .... kolikrát se p̌redlož́ı celá trénovaćı množina
2 dávkově po epochách:

celá trénovaćı množina se p̌redlož́ı najednou a váhy se adaptuj́ı
také najednou

y⃗ = f (Xw⃗)

w⃗(t + 1) = w⃗(t) + αt

N∑
p=1

(dp − yp)x⃗
T
p = w⃗(t) + αtX

T (d⃗ − y⃗)

3 dávkově po minibatch́ıch SGD (stochastic gradient descend)

náhodně se vybere malá podmnožina vzor̊u (minibatch) a
p̌redlož́ı se dávkově
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

Jak a jak často aktualizovat parametr učeńı?

typicky jednou za epochu e:

αe =
α0

e

αe =
α0√
e

Kdy ukončit učeńı?

1 p̌redem daný počet epoch

2 jakmile je pr̊uměrná chyba dostatečně malá ... E < Emin

3 jakmile p̌restane klesat chyba na validačńı množině dat

4 jakmile je p̌ŕır̊ustek vah ∆w moc malý ... |∆w | < δmin
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Lineárńı neuron

Gradientńı metoda

Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou

Co když jsou vstupńı vzory ,,velké”?

to by mohlo způsobovat velké problémy p̌ri učeńı (ovlivńı to
rychlost a stabilitu učeńı, zobecňováńı,..)

Řešeńı: normalizace hodnot vstupńıch p̌ŕıznak̊u

min-max normalizace na interval [−1, 1]:

X new
ij = 2 ∗

Xij −mj

Mj −mj
− 1

mj = mink(Xkj), Mj = maxk(Xkj)
normalizace podle směrodatné odchylky:

X new
ij =

Xij − E (Xkj)

S(Xkj)

E (Xkj) =
1
N

∑N
k=1 Xkj je pr̊uměr (sťredńı hodnota) sloupce j

matice X
S(Xkj) =

1
N−1

∑N
k=1(Xkj − E (Xkj))

2 je směrodatná odchylka
sloupce j matice X 36 / 50
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Gradientńı metoda pro učeńı neuronů se spojitou neuronovou funkćı

Zobecněńı gradientńı metody

Gradientńı metodu můžeme použ́ıt pro učeńı neuronu s libovolnou
spojitou p̌renosovou funkćı f (nap̌r. sigmoidálńı funkce,
hyperbolický tangens):

výstup neuronu: y = f (ξ) = f (
∑n

i=0 wi .xi ) = f (x⃗ w⃗)

maticově: y⃗ = f (Xw⃗) (w⃗ je sloupcový vektor)

1 budeme minimalizovat chybovou funkci SSE v prostoru vah:

E (w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp − yp)
2 =

1

2

N∑
p=1

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)2
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Gradientńı metoda pro učeńı neuronů se spojitou neuronovou funkćı

Gradientńı metoda pro neurony se spojitou p̌renosovou
funkćı

1. Nejprve pro chybovou funkci

E (w⃗) =
1

2

N∑
p=1

(dp − yp)
2 =

1

2

N∑
p=1

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)2

spočteme jej́ı parciálńı derivace:

∂E

∂wi
=

(
dp − f (

n∑
i=0

wi .xpi )

)
f ′(ξp)(−xpi ) = −(dp − yp)f

′(ξp)xpi

2. Potom sestav́ıme adaptačńı pravidlo:

wi (t + 1) = wi (t)− α
∂E

∂wi
= wi (t) + αf ′(ξp)(dp − yp)xpi

pro vektor vah:

w⃗(t + 1) = w⃗(t)− α∇E (w⃗) = w⃗(t) + α(dp − yp)f
′(ξp)x⃗p
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Gradientńı metoda pro učeńı neuronů se spojitou neuronovou funkćı

Gradientńı metoda pro neurony se spojitou p̌renosovou
funkćı

Obecné schéma algoritmu (GD, gradient descent)
1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....

w⃗(0) = (w0,w1, ...,wn)
T

Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0
2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (x⃗t , dt) a spočti potenciál a

skutečný výstup neuronu:
ξt = x⃗tw⃗
yt = f (ξt)

3 Adaptuj váhy:

w⃗(t + 1) = w⃗(t) + αt f
′(ξt)(dt − yt)x⃗

T
t

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Gradientńı metoda pro učeńı neuronů se spojitou neuronovou funkćı

Gradientńı metoda pro neurony se spojitou p̌renosovou
funkćı

Výpočet derivace p̌renosové funkce
Sigmoidálńı ... logsig

f (ξp) =
1

1 + e−λξp

f ′(ξp) = λyp(1− yp)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Hyperbolický tangens ... tanh

f (ξ) =
1− e−2λξ

1 + e−2λξ

f ′(ξp) = λ2(1 + yp)(1− yp)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Dnešńı hodina

1 Přehled základńıch p̌renosových funkćı
2 Lineárńı neuron a úloha lineárńı regrese

Učeńı lineárńıho neuronu metodou LSQ
Učeńı lineárńıho neuronu gradientńı metodou
Učeńı neuronu se spojitou p̌renosovou funkćı gradientńı
metodou

3 Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuron̊u
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Model je reprezentován matićı vah

W =

 w01 w02 ... w0m

... ... ...
wn1 wn2 ... wnm


každému neuronu odpov́ıdá jeden sloupec matice

maj́ı-li jednotlivé neurony p̌renosovou funkci f : R → R,
definujeme f (ξ⃗) = (f (ξ1), ..., f (ξN))

T
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Výstup modelu:
y⃗ = f (ξ⃗) = f (x⃗W )

Trénovaćı množina je ve tvaru T = (X ,D)
x10 = 1 x11 ... x1n d11 ... d1m

... ... ... ... ...
xN0 = 1 xN1 ... xNn dN1 ... dNm

Y = f (Ξ) = f (XW )
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Neuronová śıt’ s jednou vrstvou neuronů

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

1 Neurony s lineárńı p̌renosovou funkćı
→ mnohorozměrná lineárńı regrese

lineárńı neuronová śıt’

2 Neurony se skokovou nebo tanh p̌renosovou funkćı (pop̌r.
logsig)
→ lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd

jednovrstvý perceptron
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı neuronová śıt’

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

tvǒrena jednou vrstvou lineárńıch neuronů (v́ıce vrstev by
nep̌rineslo žádný benefit)
mnohorozměrná lineárńı regrese
výstup modelu:

Y = XW

Učeńı metodou LSQ

W = (XTX )−1XTD

Učeńı gradientńı metodou
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Učeńı gradientńı metodou

1 váhové vektory všech neuronů adaptuji simultánně

2 SGD (stochastická gradientńı metoda) - v každém kroku
adaptuji váhy jen jednoho náhodně zvoleného neuronu

46 / 50
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Jednovrstvá neuronová śıt’ se spojitou p̌renosovou funkćı

Obecné schéma algoritmu (GD, gradient descent)

1 Inicializuj váhy malými náhodnými reálnými hodnotami ....
W (0) tvaru (n + 1)×m
Inicializuj parametr učeńı α0.... 1 > α0 > 0

2 Předlož daľśı trénovaćı vzor (x⃗t , d⃗t) a spočti potenciál a
skutečný výstup modelu: ξ⃗t = (x⃗tW )
y⃗t = f (ξ⃗t)

3 Adaptuj váhy:

W (t + 1) = W (t) + αt x⃗
T
t [f ′(ξ⃗t) ◦ (d⃗t − y⃗t)]

4 Př́ıpadně aktualizuj parametr učeńı : αt → αt+1

5 Pokud neńı konec, p̌rejdi ke kroku 2.
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

Bipolárńı neurony se skokovou nebo tansig p̌renosovou funkćı

Př́ıklad klasifikačńı úlohy

x1 x2 xn Tř́ıda
1.5 -2.6 3.7 Tř́ıda 1
2.1 3.2 -0.5 Tř́ıda 2
-1.0 1.8 2.9 Tř́ıda 1
-2.2 0.5 2.0 Tř́ıda 3
... ... ... ...
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd

Př́ıklad klasifikačńı úlohy
x1 x2 x3 Tř́ıda
1.5 -2.6 3.7 Tř́ıda 1
2.1 3.2 -0.5 Tř́ıda 2
-1.0 1.8 2.9 Tř́ıda 1
-2.2 0.5 2.0 Tř́ıda 3
... ... ... ...

pokud by vstupńı p̌ŕıznaky nebyly normalizované, měly by se
normalizovat

→ Trénovaćı množina pro bipolárńı model:
x0 x1 x2 x3 d1 d2 d3
1 1.5 -2.6 3.7 1 -1 -1
1 2.1 3.2 -0.5 -1 1 -1
1 -1.0 1.8 2.9 1 -1 -1
1 -2.2 0.5 2.0 -1 -1 -1
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Jednovrstvá neuronová śıt’

Lineárńı klasifikace

Lineárńı klasifikace do v́ıce ťŕıd

f
x1

xn
ym

wnm

w01

w0m

f

w11

wn1

w1m

y1

pro každou ťŕıdu nauč́ıme jeden perceptron (simultánně nebo
jeden po druhém)

Jak zjist́ım v́ıtěznou ťŕıdu?

argmax
kmax = argmaxkyk

softmax - pouze pro spojitou p̌renosovou funkci f : Rn− > Rn,

f (yk) =
eyk∑m
j=1 e

yj
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