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Tř́ıděńı I.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

Úloha

chceme seťŕıdit (tj. uspǒrádat podle nějakého kĺıče) data
uložená v poli / ve spojovém seznamu / v souboru

data chceme podle kĺıče uspǒrádat vzestupně (nebo sestupně)

Typy ťŕıděńı

vniťrńı - všechna data jsou uložena ve vniťrńı paměti poč́ıtače

vněǰśı - data jsou uložena na disku (nap̌r. se celá do paměti
nevejdou)

My se na tomto cvičeńı budeme zabývat pouze vniťrńım ťŕıděńım

budeme ťŕıdit č́ısla uložená v poli či ve spojovém seznamu

2 / 25



Tř́ıděńı I.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

Samostatná práce: nastudujte si skripta:

kapitola 5: Tř́ıděńı

dnešńı cvičeńı se týká hlavně kapitoly 5.1: Vniťrńı ťŕıděńı, 5.3.1
Tř́ıděńı p̌ŕımým slučováńım, pop̌r. i 5.4 Porovnávaćı metody
ťŕıděńı

(ke zkoušce doporučuji nastudovat celou kapitolu 5)
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Tř́ıděńı I.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

existuje celá řada ťŕıd́ıćıch algoritmů, můžeme je rozdělit do
ťŕı kategoríı:

p̌ŕımé metody

krátké a jednoduché algoritmy (obvykle založené na
porovnáváńı)
ťŕıd́ı tzv. ,,na ḿıstě” (p̌ŕımo v poli, použ́ıvaj́ı jen konstantně
velkou pomocnou pamět’)
typicky časová složitost O(n2)
kdy se hod́ı? ... když poťrebujeme seťŕıdit ,,málo” dat

sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy
ťŕıd́ıćı algoritmy speciálńı, ,,ušité na ḿıru” konkrétńım dat̊um
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Tř́ıděńı I.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

existuje celá řada ťŕıd́ıćıch algoritmů, můžeme je rozdělit do
ťŕı kategoríı:

p̌ŕımé metody
sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

algoritmy náročněǰśı na implementaci
typicky časová složitost O(nlog2n)
často využ́ıvaj́ı pomocnou pamět’ velikosti O(n)
kdy se hod́ı? ... když chceme seťŕıdit ,,hodně” dat

ťŕıd́ıćı algoritmy speciálńı

,,ušité na ḿıru” konkrétńım dat̊um
časová složitost může být ještě lepš́ı ... nap̌r. O(n) pro
bucketSort
kdy se hod́ı? ... když chceme seťŕıdit data s ,,pěknými” nebo
jinak specifickými vlastnostmi
a daľśı situace (lexikografické ťŕıděńı, topologické ťŕıděńı
grafu,..)
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Př́ımé metody ťŕıděńı

krátké a jednoduché algoritmy (obvykle založené na
porovnáváńı)

ťŕıd́ı tzv. ,,na ḿıstě” (p̌ŕımo v poli, použ́ıvaj́ı jen konstantně
velkou pomocnou pamět’)

typicky časová složitost O(n2)

kdy se hod́ı? ... když poťrebujeme seťŕıdit ,,málo” dat

typičt́ı p̌redstavitelé:

selection sort = ťŕıděńı p̌ŕımým výběrem minima
insertion sort = ťŕıděńı vkládáńım
bubble sort = bublinkové ťŕıděńı
a daľśı (nap̌r. shell sort, ťŕıděńı binárńım vkládáńım,...)
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Selection sort

Selection sort (ťŕıděńı p̌ŕımým výběrem minima)

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel):
postupně vytvá̌ŕıme seťŕıděné pole zleva doprava:

1 najdeme v poli nejmenš́ı prvek a prohod́ıme ho s prvkem na
indexu 0

2 najdeme ve zbytku pole (od indexu 1) nejmenš́ı prvek a
prohod́ıme ho s prvkem na indexu 1
...

3 najdeme ve zbytku pole (od indexu i) nejmenš́ı prvek a
prohod́ıme ho s prvkem na indexu i, i = 2, ..., n − 1

Varianty:

naivně: prohazuji prvky vždy když naraźım na menš́ı

lépe: pamatuji si index minima a prohod́ım prvky jen jednou
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Selection sort

Selection sort (ťŕıděńı p̌ŕımým výběrem minima)

Časová složitost:

podrobná analýza složitosti je ve skriptech, str. 127-128

stručně:
počet porovnáńı:

C =
∑n−1

i=1 i = n(n−1)
2

(vždy porovnávám s celým zbytkem
pole)

počet p̌rǐrazeńı:

Mmin = 0 (pro správně seťŕıděné pole)
Mmax = 3(n − 1) (pro opačně seťŕıděné pole)

pro naivńı variantu Mmax = 3C = 3 n(n−1)
2

(pro opačně
seťŕıděné pole)
Mθ ∼ nlog2n (v pr̊uměrném p̌ŕıpadě, viz skripta)

celkem T (n) = O(n2)

Prostorová složitost: S(n) = O(1) (pomocné proměnné)
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Insertion sort

Insertion sort (ťŕıděńı vkládáńım)

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel): postupně vytvá̌ŕıme
seťŕıděné pole zleva doprava:

1 pro i = 1, ..., n − 1:
část pole až do indexu (i − 1) je již seťŕıděná. My vezmeme
prvek na indexu i a zaťŕıd́ıme ho doleva na správné ḿısto:

naivně: prvek, který byl na indexu i , zabubláme na správné
ḿısto (postupným prohazováńım prvek posouváme o jednu
pozici doleva, dokud nedojde na správné ḿısto)
lépe: prvek na indexu i ulož́ıme do pomocné proměnné (do
tzv. akumulátoru) a následně posouváme prvky nalevo od
pozice i jeden po druhém o jednu pozici doprava, dokud
nenaraźıme na prvek menš́ı než prvek v akumulátoru, nakonec
vlož́ım prvek z akumulátoru na správné (nyńı uvolněné) ḿısto
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Insertion sort

Insertion sort (ťŕıděńı vkládáńım)

Časová složitost:

podrobná analýza složitosti je ve skriptech, str. 123-124

stručně:
počet porovnáńı:

Cmin = n − 1 (pro správně seťŕıděné pole)

Cmax =
∑n−1

i=1 i = n(n−1)
2

(pro opačně seťŕıděné pole)

Cθ ∼ n2+n+1
4

(v pr̊uměrném p̌ŕıpadě, viz skripta)

počet p̌rǐrazeńı:
Mmin = 0 (pro správně seťŕıděné pole)

Mmax =
∑n−1

i=1 (Ci + 2) =
∑n−1

i=1 (i + 2) = n2+3n−4
4

(pro opačně
seťŕıděné pole)

pro naivńı variantu Mmax = 3
∑n−1

i=1 Ci = 3 n(n−1)
2

(pro opačně
seťŕıděné pole)

Mθ ∼ n2+9n−10
4

(v pr̊uměrném p̌ŕıpadě, viz skripta)

celkem T (n) = O(n2)

Prostorová složitost: S(n) = O(1) (pomocné proměnné)
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Insertion sort

Insertion sort (ťŕıděńı vkládáńım)

Daľśı vylepšeńı:

shell sort (Shellovo ťŕıděńı), viz. skripta, str. 131-133,
pr̊uměrná časová složitost až O(n1.2)
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Insertion sort

Spojový seznam ... selectionSort a insertionSort

v o i d Seznam : : s e l e c t i o n S o r t ( )
{

Seznam s ;
w h i l e ( neprazdny ( ) )

s . v l o z Z a c a t e k ( vyjmiMaximum ( ) ) ;
p r i p o j ( s ) ;

}

v o i d Seznam : : i n s e r t i o n S o r t ( )
{

Seznam s ;
w h i l e ( neprazdny ( ) )

s . z a t r i d P r v e k ( v y j m i Z a c a t e k ( ) ) ;
p r i p o j ( s ) ;

}
// p r i p o j . . . p r e sune prvky seznamu s na konec a k t u a l n i h o seznamu
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Bubble sort

Bubble sort (bublinkové ťŕıděńı)

Základńı naivńı varianta (pro pole č́ısel):
(n-1)-krát probubláme celé pole zleva doprava:

pro i = 0, ..., n − 2 porovnáme prvky na indexech i a i + 1,
pokud je na indexu (i + 1) menš́ı č́ıslo než na indexu i , prvky
prohod́ıme

Vylepšné varianty:
1 probubláńı neopakujeme (n − 1)-krát, ale skonč́ıme, pokud se

v posledńım pr̊uchodu žádné prvky neprohodily (pole již je
seťŕıděné, nemá smysl pokračovat)

2 neprobubláváme celým polem, ale jen do indexu i (od indexu
(i + 1) dál již je pole seťŕıděné)

3 neprobubláváme celým polem. V každém pr̊uchodu si
zapamatujeme nejpravěǰśı (posledńı) index k prvku, který se
prohodil se svým pravým sousedem. V daľśım pr̊uchodu stač́ı
probublávat jen do indexu k − 1 (od indexu k dál již je pole
seťŕıděné).
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Bubble sort

Bubble sort (bublinkové ťŕıděńı)

Daľśı vylepšeńı: ťŕıděńı ťreseńım (p̌reťrásáńım)

daľśı vylepšeńı posledńı varianty bublinkového ťŕıděńı z
minulého sńımku

probubláváme polem sťŕıdavě zleva a zprava,
pr̊uběžně aktualizujeme pravou a levou mez, odkud kam
bublat

viz. skripta, str. 130-131
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Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Bubble sort

Bubble sort (bublinkové ťŕıděńı)

Časová složitost:

podrobná analýza složitosti je ve skriptech, str. 131
stručně:

počet porovnáńı (bude záviset na variantě algoritmu):
pro naivńı variantu: C = (n − 1)2 (vždy)
pro prvńı vylepšeńı: Cmin = n − 1 (pro správně seťŕıděné pole),
Cmax = (n − 1)2 (pro opačně seťŕıděné pole)

pro druhé vylepšeńı: C = n(n−1)
2

(vždy)
pro ťret́ı vylepšeńı: Cmin = n − 1 (pro správně seťŕıděné pole),

Cmax = n(n−1)
2

(pro opačně seťŕıděné pole)

pro ťŕıděńı p̌reťrásáńım: Cmin = n − 1, Cmax = n(n−1)
2

,

Cθ ∼ n2−nlog2n−kn
2

(v pr̊uměrném p̌ŕıpadě, viz skripta)
počet p̌rǐrazeńı:

Mmin = 0
Mmax = 3Cmax

celkem T (n) = O(n2)

Prostorová složitost: S(n) = O(1) (pomocné proměnné)
15 / 25



Tř́ıděńı I.

Př́ımé metody ťŕıděńı

Bubble sort

Spojový seznam ... bubbleSort

(ťret́ı vylepšená varianta)

v o i d Seznam : : b u b b l e S o r t ( )
{

Seznam s ;
Prvek ∗kam = z a r a z k a ;
w h i l e (kam != h l a v a )

kam = z a b u b l e j (kam ) ;
}

/∗ z a b u b l e j : p robub l a seznamem az po Prvek kam ,
v r a t i m i s to p o s l e d n i zmeny

∗/
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

algoritmy náročněǰśı na implementaci

časová složitost O(nlog2n) v pr̊uměru nebo vždy

typickou cenou za nižš́ı časovou složitost je vyš̌śı prostorová
složitost, obvykle využ́ıvaj́ı pomocnou pamět’ velikosti O(n)

kdy se hod́ı? ... když chceme seťŕıdit ,,hodně” dat

typičt́ı p̌redstavitelé:

ťŕıděńı binárńım vyhledávaćım stromem
merge sort = ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım
ťŕıděńı haldou
quick sort = rychlé ťŕıděńı
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Tř́ıděńı binárńım vyhledávaćım stromem

Tř́ıděńı binárńım vyhledávaćım stromem

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel):

1 z hodnot v poli postav́ıme binárńı vyhledávaćı strom
(postupným vkládáńım)

2 binárńı strom projdeme v pǒrad́ı INORDER a vlož́ıme prvky
zpět do pole

Časová složitost

1 postav strom:
v nejlepš́ım a pr̊uměrném p̌ŕıpadě: T (n) = O(nlog2n),
v nejhořśım p̌ŕıpadě: T (n) = O(n2)

2 projdi strom: T (n) = O(n) (vždy)
3 celkem:

v nejlepš́ım a pr̊uměrném p̌ŕıpadě: T (n) = O(nlog2n),
v nejhořśım p̌ŕıpadě: T (n) = O(n2)

Prostorová složitost: S(n) = O(n) (bin. vyhl. strom)
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel): metoda rozděl a panuj

1 SPLIT: rozděĺıme pole na dvě poloviny

2 obě poloviny seťŕıd́ıme (nap̌r. rekurzivně, pop̌r. s využit́ım
zásobńıku)

3 MERGE: seťŕıděná pole slijeme do jednoho
poťrebujeme pomocné pole pro uložeńı výsledného (slitého)
pole

Implementace SPLIT

máme úsek pole od indexu l do indexu r: [l , r ], l < r

rozděĺıme ho na dva úseky [l , l+r
2 ] a [ l+r

2 + 1, r ]
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Implementace MERGE

máme dva seťŕıděné úseky pole [l1, r1] a [l2, r2], kde l2 = r1 + 1
nastav́ıme i = l1, j = l2, k = 0
porovnáme prvky na indexech i a j, menš́ı z obou hodnot
zkoṕırujeme na index k v pomocném poli, zvýš́ıme o jedničku
p̌ŕıslušný z index̊u i a j a index k
pokud dojdeme na konec jednoho z úsek̊u, zbylé hodnoty z
druhého úseku p̌rekoṕırujeme do pomocného pole
p̌rekoṕırujeme hodnoty z pomocného pole zpět do původńıho
pole na indexy [l1, ..., r2]

Časová složitost:
1 SPLIT: T (n) = 0(1)
2 MERGE: T (n) = 0(n)
3 celkem T (n) = 2T (n/2) + O(n) = O(nlog2n) (na

rozmyšlenou, použijte master theorem = kuchǎrku)

Prostorová složitost: S(n) = O(n) (pomocné pole) 20 / 25



Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Implementace pomoćı zásobńıku
na zásobńık budeme vkládat prvky typu (split, l1, r1) a (merge, l1, r1, r2)

i f ( n>0)
v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( s p l i t , 0 , n−1)

w h i l e ( z a s o b n i k n e n i prazdny ) {
i f ( na v r c h u z a s o b n i k u j e s p l i t ){

v y j m i v r c h o l z a s o b n i k u ( s p l i t , l , r )
s = ( l+r )/2
v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( merge , l , s , r ) ;
i f ( l < s )

v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( s p l i t , l , s )
i f ( s+1 < r )

v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( s p l i t , s +1, r )
}
e l s e {

v y j m i v r c h o l z a s o b n i k u ( merge , l , s , r )
s l i j p r i s l u s n e useky p o l e

}
}
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Spojový seznam ... mergeSort (rekurzivně)

v o i d Seznam : : mergeSort ( )
{

i f ( p r v n i == z a r a z k a | | p r v n i−>d a l s i == z a r a z k a )
r e t u r n ;

Seznam t , u ;
s p l i t ( t , u ) ;
t . mergeSort ( ) ;
u . mergeSort ( ) ;
merge ( t , u ) ;

}
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Tř́ıděńı I.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Seznam ... mergeSort (zásobńık) ... zjednodušeně,
pseudokód

v o i d Seznam : : mergeSort ( ) {
Seznam ∗ s , ∗ t , ∗u ;
Zasobn ik z ; // prvek = uka z a t e l na seznam nebo t r o j i c e u k a z a t e l u
i f ( asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z S p l i t ( t h i s ) ;
w h i l e ( z . neprazdny ( ) ) {

i f ( z . n a V r c h u S p l i t ( ) ){
s = z . v y j m i S p l i t ( ) ;
s−> s p l i t ( t , u ) ;
z . v lozMerge ( s , t , u ) ;
i f ( t . asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z S p l i t ( t ) ;
i f ( u . asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z S p l i t ( u ) ;
}
e l s e {

z . vy jmiMerge ( s , t , u ) ;
s−>merge ( t , u ) ;
d e l e t e t ; d e l e t e u ;

}
}
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Merge sort (ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım)

Tř́ıděńı

Daľśı ťŕıd́ıćı algoritmy

pokračováńı p̌ŕı̌stě
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Tř́ıděńı I.

Shrnut́ı

Shrnut́ı: složitost r̊uzných ťŕıd́ıćıch algoritmů

MIN AVERAGE MAX pamět’ (pro pole)

selectionSort O(n2) O(n2) O(n2) O(1)
insertionSort O(n) O(n2) O(n2) O(1)
bubbleSort O(n) O(n2) O(n2) O(1)
shellSort O(nα) O(1)

treeSort O(nlog2n) O(n2) O(n)
mergeSort O(nlog2n) O(n)
quickSort O(nlog2n) O(n2) Ω(log2n)...O(n)
heapSort O(nlog2n) O(1)

bucketSort O(n + k) O(n + k)

n je délka pole/seznamu

k je počet p̌rihrádek

1 < α < 2
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