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Metoda rozděl a panuj

Metoda rozděl a panuj
(divide and conquer, divide et impera)

jedna ze základńıch metod tvorby algoritmů

aplikace metody shora dol̊u:
1 ROZDĚL: rozděĺıme úlohu na několik menš́ıch podúloh

stejného typu (jako původńı úloha)
2 VYŘEŠ: podúlohy vy̌reš́ıme
3 SPOJ: spoj́ıme řešeńı podúloh → odvod́ıme výsledné řešeńı

→ vede na rekurzivńı metodu se složitost́ı tvaru:
T (n) = aT (nb ) + f (n),
T (1) = f (1) , kde

a ... úlohu děĺıme na a podúloh
n
b ... velikost jedné podúlohy

f (n) = O(nc) ... časová složitost fáźı ROZDĚL a SPOJ
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Metoda rozděl a panuj

Metoda rozděl a panuj
(divide and conquer, divide et impera)

Samostatná práce

nastudujte si skripta, kapitola 3.1, strana 80-82

ve skriptech se zamě̌rte na p̌ŕıklad 3.1 a funkci
BinarniVyhledavani a zkuste j́ı porozumět
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Metoda rozděl a panuj

Binárńı vyhledáváńı

Binárńı vyhledáváńı (vyhledáńı půleńım interval̊u)

máme pole délky n a v něm jsou hodnoty (kĺıče) uspǒrádané
podle velikosti (od nejmenš́ıho po nejvěťśı)
chceme v poli rychle vyhledat daný kĺıč (na jakém je indexu?)

Jak na to:
počátečńı interval index̊u v poli, kde hledáme, je
[l , r ] = [0, n − 1], pod́ıváme se na prosťredńı prvek v poli (na
indexu s = l+r

2 )
je roven kĺıči? → hurá, našli jsme ho (vrát́ıme s)
je věťśı než kĺıč? → budeme hledat dál v intervalu
[l1, r1] = [l , s − 1]
je menš́ı než kĺıč? → budeme hledat dál v intervalu
[l1, r1] = [s + 1, r ]

→ algoritmus vlastně imituje vyhledáváńı v binárńım vyhledávaćım
stromě (o optimálńı hloubce) uloženém v poli.
Pokud BVS nemuśıme měnit a jen v něm vyhledáváme, je jeho
implementace v poli docela efektivńı
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Binárńı vyhledáváńı

Binárńı vyhledáváńı (vyhledáńı půleńım interval̊u)

Jak můžeme binárńı vyhledáváńı implementovat?

1 pomoćı rekurzivńı funkce (viz skripta)

2 bez rekurze (to zkuśıme my)

Jaká je časová složitost binárńıho vyhledáváńı?

bude stejná jako složitost vyhledáváńı v BVS optimálńı
hloubky (odvozeńı viz skripta)

můžeme spoč́ıtat i metodou zvanou ,,kuchǎrka” (ukážeme si
za chv́ıli)

T (n) = T (n2 ) + 0(1),
T (1) = 0(1)
→ T (n) = O(log2n)
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Postaveńı BVS z uspǒrádaného pole

Postaveńı binárńıho vyhledávaćıho stromu (BVS) z
uspǒrádaného pole

máme pole délky n a v něm jsou hodnoty (kĺıče) uspǒrádané
podle velikosti (od nejmenš́ıho po nejvěťśı)

chceme na základě pole postavit BVS o optimálńı hloubce

Jak na to:

chceme postavit strom z hodnot na indexech
{l , ..., r} = {0, .., n − 1}:

do kǒrene vytvá̌reného stromu dáme prosťredńı prvek pole, ten
je na indexu s = l+r

2
jeho levý podstrom rekurzivně postav́ıme z ,,podpole” na
indexech {lL, ..., rL} = {l , ..., s − 1}
jeho pravý podstrom rekurzivně postav́ıme z ,,podpole” na
indexech {lR , ..., rR} = {s + 1, ..., r}
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Metoda rozděl a panuj

Postaveńı BVS z uspǒrádaného pole

Postaveńı binárńıho vyhledávaćıho stromu (BVS) z
uspǒrádaného pole

Jak můžeme metodu implementovat?

1 pomoćı rekurzivńı metody

2 nebo bez rekurze s využit́ım zásobńıku

Jaká je časová složitost metody?

můžeme spoč́ıtat metodou zvanou ,,kuchǎrka” (ukážeme si za
chv́ıli)

T (n) = 2T (n2 ) + 0(1),
T (1) = 0(1)
→ T (n) = O(n)
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Hanojské věže

Hanojské věže (známý hlavolam)

Popis úlohy

máme 3 koĺıky a n kotouč̊u o r̊uzných poloměrech

Začátek: všechny kotouče jsou uḿıstěné na prvńım koĺıku v
pǒrad́ı od nějvěťśıho po nejměnš́ı

Ćıl: všechny kotouče jsou uḿıstěné na druhém koĺıku v pǒrad́ı
od nějvěťśıho po nejměnš́ı

start:

A B C

ćıl:

A B C
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Metoda rozděl a panuj

Hanojské věže

Hanojské věže (známý hlavolam)

Popis úlohy

máme 3 koĺıky a n kotouč̊u o r̊uzných poloměrech

Začátek: všechny kotouče jsou uḿıstěné na prvńım koĺıku v
pǒrad́ı od nějvěťśıho po nejměnš́ı

Ćıl: všechny kotouče jsou uḿıstěné na druhém koĺıku v pǒrad́ı
od nějvěťśıho po nejměnš́ı

Přesouváńı kotouč̊u se ř́ıd́ı následuj́ıćımi pravidly:

vždy p̌resouváme jen jeden kotouč

neńı povoleno odložit kotouč mimo koĺıky

neńı povoleno položit věťśı kotouč na menš́ı.

→ úlohu budeme řešit metodou rozděl a panuj

9 / 21



Metoda rozděl a panuj

Metoda rozděl a panuj

Hanojské věže

Hanojské věže

Úvaha

V pr̊uběhu řešeńı muśı
nastat bezprosťredně po
sobě následuj́ıćı situace:

situace 1
situace 2

Chceme p̌renést n kotouč̊u z
A na B (C je pomocný):

start →
1 p̌reneseme (n − 1)

kotouč̊u z A na C (B je
pomocný) → situace 1

2 p̌reneseme 1 kotouč z A
na B → situace 2

3 p̌reneseme (n − 1)
kotouč̊u z C na B (A je
pomocný) → ćıl

A B C

A B C

A B C

A B C

start:

cíl:

situace 1:

situace 2:
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Metoda rozděl a panuj

Hanojské věže

Hanojské věže

Jak můžeme implementovat Hanojské veže?

Každý koĺık (věž) je vlastně zásobńık pevné velikosti (n)
→ můžeme ho reprezentovat pomoćı (dynamického) pole
nebo spojového seznamu

Algoritmus ... rekurzivńı funkce:
prenes(int n, věž Z, věž Do, Pomocná věž)

prenes(n-1, věž Z, Pomocná věž, věž Do)
p̌renes jeden kotouč z věže Z na věž Do
prenes(n-1, Pomocná věž, věž Do, věž Z)

Jaká bude časová složitost algoritmu?

můžeme spoč́ıtat (ukážeme si za chv́ıli)

T (n) = 2T (n − 1) + 0(1),
T (1) = 0(1)
→ T (n) = O(2n − 1) = O(2n)
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Master Theorem (metoda kuchǎrka)

jednoduchý postup pro výpočet složitosti rekurentńıch metod
s exponenciálńım krokem,
tj. pro implementace algoritmů typu ,,rozděl a panuj”

Samostudium

skripta, věta 1.1 a jej́ı důkaz (strana 21-22)

aplikace věty: velikost podmnožin (kapitola 3.1.1, strana
82-83)
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Master Theorem (metoda kuchǎrka) (podle skript)

Necht’ a, b, c ∈ N a f : N → N je funkce, pro kterou plat́ı
f (n) = O(nc). T (n) je neklesaj́ıćı posloupnost taková, že
∀n : n = bk , k ∈ N plat́ı:

T (n) ≤ aT (
n

b
) + f (n)

T (1) = f (1)

Potom

je-li a < bc , → T (n) = O(nc) ... typ A

je-li a = bc , → T (n) = O(nc logbn) ... typ B

je-li a > bc , → T (n) = O(nlogba) ... typ C
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Master Theorem (metoda kuchǎrka)
(oproti skript̊um rozvolněné p̌redpoklady na a, b, c)

Necht’ a, b, c ∈ R, a ≥ 1, b > 1, c ≥ 0 a f : N → N je funkce, pro
kterou plat́ı f (n) = O(nc). T (n) je neklesaj́ıćı posloupnost taková,
že plat́ı:

T (n) ≤ aT (
n

b
) + f (n)

T (1) = f (1)

Potom

je-li a < bc , → T (n) = O(nc) ... typ A

je-li a = bc , → T (n) = O(nc logbn) ... typ B

je-li a > bc , → T (n) = O(nlogba) ... typ C
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Př́ıklad I: Časová složitost binárńıho vyhledáváńı

Složitost můžeme vyjáďrit následuj́ıćım rekurentńım vztahem:
T (n) = T (n2 ) + 0(1),
T (1) = 0(1)

Urč́ıme parametry kuchǎrky a, b, c:
a = 1,
b = 2,
c = 0

Porovnáme a a bc :
a = 1
bc = 20 = 1
→ a = bc , je to typ B

Aplikuje kuchǎrku, spočteme výsledek:
T (n) = 0(nc logbn) = O(n0log2n) = O(log2n)
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Př́ıklad II: Časová složitost postaveńı BVS

Složitost můžeme vyjáďrit následuj́ıćım rekurentńım vztahem:
T (n) = 2T (n2 ) + 0(1),
T (1) = 0(1)

Urč́ıme parametry kuchǎrky a, b, c:
a = 2,
b = 2,
c = 0

Porovnáme a a bc :
a = 2
bc = 20 = 1
→ a > bc , je to typ C

Aplikuje kuchǎrku, spočteme výsledek:
T (n) = 0(nlogba) = O(nlog22) = O(n1) = O(n)
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Metoda kuchǎrka pro výpočet složitosti

Př́ıklady pro Vás

Spoč́ıtejte za pomoci kuchǎrky (Master Theorem):

1 T (n) = 2T (n2 ) + n,

2 T (n) = 9T (n3 ) + 5,

3 T (n) = 3T (n4 ) + 4n2 − 3n − 6,

4 T (n) = T ( 2n
3 ) +

√
n,

5 T (n) = T (n4 ) + 2,

Pro všechny p̌ŕıklady p̌redpokládáme T (1) = O(1)
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Substitučńı metoda

Alternativy ke kuchǎrce

Substitučńı metoda

1 uhádneme řešeńı

2 dokážeme matematickou indukćı, že je správné

Metoda rekurzivńıho stromu

spoč́ıtáme složitost celého rekurzivńıho stromu
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Substitučńı metoda

Př́ıklad III: Časová složitost algoritmu Hanojských věž́ı

Složitost můžeme vyjáďrit následuj́ıćım rekurentńım vztahem:
T (n) = 2T (n − 1) + 0(1),
T (1) = 0(1)

Rekurentńı krok neńı exponenciálńı, proto bohužel nemůžeme
použ́ıt kuchǎrku

Použijeme proto substitučńı metodu:
1 uhádneme řešeńı
2 dokážeme matematickou indukćı, že je správné

Uvid́ıme, že se jedná o velmi časově náročný algoritmus
(T (n) = O(2n−1))
→ pro věťśı n je úloha těžko řešitelná v reálném čase.
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Substitučńı metoda

Př́ıklad III: Časová složitost algoritmu Hanojských věž́ı

Složitost můžeme vyjáďrit následuj́ıćım rekurentńım vztahem:
T (n) = 2T (n − 1) + 1,
T (1) = 1

(bez újmy na obecnosti jsme nahradili O(1) za 1)
1. Uhádneme řešeńı:

T (1) = 1 = 21 − 1
T (2) = 2T (1) + 1 = 3 = 22 − 1,
T (3) = 2T (2) + 1 = 2 ∗ 3 + 1 = 7 = 23 − 1,
T (4) = 2T (3) + 1 = 2 ∗ 7 + 1 = 15 = 24 − 1,
→ T (n) = 2n−1 − 1,

2. Dokážeme matematickou indukćı, že T (n) = 2n−1 − 1:
T (1) = 1 = 21 − 1 ... OK

indukčńı p̌redpoklad: T (n − 1) = 2n−2 − 1
potom: T (n) = 2T (n − 1) + 1 = 2(2n−2 − 1) + 1 = 2n−1 − 1

... hotovo
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Substitučńı metoda

Př́ıklad pro Vás

Zkuste některý z p̌ŕıkladů pro kuchǎrku (slide 17) vy̌rešit pomoćı
substitučńı metody
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