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Dynamické programováńı

Rekurze

1. Rekurzivńı algoritmy

na p̌redchoźıch cvičeńıch jsme se seznámili s celou řadou
rekurzivńıch algoritmů i s mechanismy jak se rekurze zbavit:

iterativńım výpočtem, pomoćı while-cyklu (pokud má rekurze
,,jen jednu větev”)
pomoćı zásobńıku nebo fronty (pokud se rekurze ,,v́ıce větv́ı”)

Samostudium: skripta, kapitola 4

najdete zde formálńı definici rekurzivńıho algoritmu

ilustrativńı p̌ŕıklady (faktoriál, fibonacci, Ackermannova
funkce)

pak také obecný postup jak rekurzi odstranit

Jedná se o obĺıbené téma u zkoušky, doporučuji zejména
kapitolu 4.2 pǒrádně nastudovat
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Dynamické programováńı

Rekurze

1. Rekurzivńı algoritmy

pokud vycháźıme z rekurzivńıch definic nebo pracujeme s
rekurzivńımi datovými strukturami (spojový seznam, strom),
často nás to p̌rirozeně navede k rekurzivńımu algoritmu řešeńı

ale rekurzivńı algoritmus často neńı nejleš́ım řešeńım

nyńı si to demonstrujeme na několika triviálńıch p̌ŕıkladech
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Rekurze

Př́ıklad 1 ... faktoriál

Rekurentńı vztah:

f (0) = f (1) = 1

f (n) = n ∗ f (n − 1), n ≥ 1

Řešeńı s využit́ım rekurze

p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu

Řešeńı bez rekurze (iterativně)

použijeme pomocnou proměnnou pro uchováńı mezivýsledk̊u a
for-cyklus
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Rekurze

Př́ıklad 1 ... faktoriál

uns igned long long f a c t ( uns igned i n t n )
{

i f ( n > 1)
r e t u r n n ∗ f a c t ( n − 1 ) ;

e l s e
r e t u r n 1 ;

}

uns igned long long f a c t ( uns igned i n t n )
{

uns igned long long f = 1 ; // pomocna promenna
f o r ( ; n > 1 ; n−−)

f ∗= n ;
r e t u r n f ;

}
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Rekurze

Př́ıklad 1 ... faktoriál

Časová a prostorová složitost obou algoritmů

Řešeńı s využit́ım rekurze
čas T (n) = O(n), prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

Řešeńı bez rekurze (iterativně)
čas T (n) = O(n), prostor S(n) = O(1) (jedna pomocná
proměnná)

→ asymptoticky se algoritmy lǐśı hlavně prostorovou složitost́ı

pokud si oba programy pust́ıte na poč́ıtači, snadno ově̌ŕıte, že
pro velká n bude rekurzivńı program pomaleǰśı a mimo to
spadne pro ,,nedostatek paměti na zásobńıku” pro poměrně
ńızké hodnoty n, se kterými si druhý program snadno porad́ı.
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Rekurze

Př́ıklad 2 ... Euklidův algoritmus

Zadáńı:

máme dvě celá nezáporná č́ısla a a b

chceme spoč́ıtat nejvěťśıho společného dělitele č́ısel a a b

Euklid̊uv algoritmus (myšlenka):

odečteme menš́ı č́ıslo od věťśıho

opakujeme p̌redchoźı krok, dokud neńı jedno z č́ısel rovno 0

jakmile je jedno z č́ısel rovno 0, je výsledkem druhé z č́ısel

Př́ıklad:

12 20

12 8
4 8
4 4
4 0
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Dynamické programováńı

Rekurze

Př́ıklad 2 ... Euklidův algoritmus

Rekurentńı vztah 1:

0 < a ≤ b → nsd(a, b) = nsd(a, b − a)

0 < b < a→ nsd(a, b) = nsd(a− b, b)

0 = a ≤ b → nsd(a, b) = b

0 = b < a→ nsd(a, b) = a

Rekurentńı vztah 2 (vylepšeńı: odeč́ıtáńı můžeme nahradit
modulem, %):

0 < a ≤ b → nsd(a, b) = nsd(a, b%a)

0 < b < a→ nsd(a, b) = nsd(a%b, b)

0 = a ≤ b → nsd(a, b) = b

0 = b < a→ nsd(a, b) = a

Implementace pomoćı rekurze a iterativně

na rozmyšlenou
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Rekurze

Př́ıklad 2 ... Euklidův algoritmus

Časová a prostorová složitost obou algoritmů
Řešeńı s využit́ım rekurze

1) čas T (n) = O(a + b), prostor O(a + b) (rekurze)

Řešeńı bez rekurze (iterativně)

1) čas T (n) = O(a + b), prostor O(1)

2) čas T (n) = O(log2ab), prostor O(1)

→ asymptoticky se algoritmy lǐśı hlavně prostorovou složitost́ı
(podobně jako u pvńıho p̌ŕıkladu)
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Rekurze

Př́ıklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Rekurentńı vztah:

f (0) = 0

f (1) = 1

f (n) = f (n − 1) + f (n − 2), n > 1

Řešeńı s využit́ım rekurze

p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu

Řešeńı bez rekurze (iterativně)

použijeme ťri pomocné proměnné pro uchováńı posledńıch ťŕı
členů posloupnosti (alternativně: použijeme pole pro uchováńı
všech prvk̊u posloupnosti až do n-tého prvku)

Řešeńı pomoćı známého vzorce (Bernoulli)

f (n) = 1√
5

( 1+
√

5
2 )n − 1√

5
( 1−
√

5
2 )n
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Rekurze

Př́ıklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

uns igned long long f i b ( uns igned i n t n )
{

i f ( n <= 1)
r e t u r n n ;

e l s e
r e t u r n f i b ( n − 1) + f i b ( n − 2 ) ;

}

uns igned long long f i b ( uns igned i n t n )
{

i f ( n <= 1)
r e t u r n n ;

e l s e {
uns igned long long a = 0 , b = 1 , c ;
f o r ( ; n > 1 ; n−−) {

c = a + b ;
a = b ;
b = c ;

}
r e t u r n c ;

}
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Rekurze

Př́ıklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Př́ıklad: Strom rekurze pro f(5)

je binárńı

spousta hodnot se zbytečně poč́ıtá opakovaně:

5

4 3

3

2

2

1 0

12

1 01

1 0

T (n) = T (n − 1) + T (n − 2) + 1 > 2T (n − 2) > 4T (n − 4) >
8T (n − 6) > ... > 2kT (n − 2k) = (pro k = n/2) 2n/2
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Rekurze

Př́ıklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Časová a prostorová složitost:

Řešeńı s využit́ım rekurze
čas T (n) = Ω(2n/2), prostor O(n) (hloubka rekurze)

Řešeńı bez rekurze (iterativně)
čas T (n) = O(n), prostor O(1)/O(n) (ťri pomocné
proměnné/pomocné pole)

→ tentokrát se algoritmy zásadně lǐśı i časovou složitost́ı

pokud si programy pust́ıte na poč́ıtači, snadno ově̌ŕıte, že je
rekurzivńı program extrémně neefektivńı a mimo to spadne
pro ,,nedostatek paměti na zásobńıku” již pro ńızké hodnoty n
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Rekurze

Dynamické programováńı

ani u jednoho z p̌redchoźıch p̌ŕıkladů nebyla rekurze dobrým
řešeńım
→ efektivněǰśım řešeńım byl iterativńı algoritmus

uvedené iterativńı algoritmy byly triviálńımi p̌ŕıklady obecného
postupu, kterému ř́ıkáme dynamické programováńı

za chv́ıli si p̌redvedeme několik typických p̌ŕıkladů
,,pokročileǰśıho” dynamického programováńı
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Dynamické programováńı

Princip dynamického programováńı

1 máme rekurzivńı algoritmus
(typicky s exponenciálńı časovou složitost́ı)

2 zjist́ıme, že opakovaně voláme to samé → zbytečně

3 nahrad́ıme rekurzi iterativńım algoritmem
(typicky s lineárńı nebo kvadratickou časovou složitost́ı),

využijeme pomocnou pamět’ (CACHE) pro uchováńı
mezivýsledk̊u
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Dynamické programováńı

Princip dynamického programováńı

Samostudium: skripta

Kapitola 3.3 je zde vysvětlený princip dynamického
programováńı na úloze hledáńı nejkraťśı cesty v śıt’ovém grafu

Kapitola 6.2.2 konstrukce optimálńıho binárńıho
vyhledávaćıho stromu s využit́ım dynamického programováńı
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince

Zadáńı:

v automatu na mince je m typů minćı, nap̌r. {1, 3, 4} (od
každé mince neomezený počet)
máme částku n ∈ N, kterou chceme rozměnit pomoćı co
nejméně minćı

Jak úlohu řešit?
1 hladový algoritmus:

použijeme vždy co nejvěťśı minci, která je menš́ı nebo rovna
aktuálńı ćılové částce, od ćılové částky odečteme použitou
minci
bude dob̌re fungovat pro běžně použ́ıvané mince
{1, 2, 5, 10, 20, 50}
obecně nefunguje, p̌r. mince {1, 3, 4} a ćılová částka 6
(hladový algoritmus najde 4,1,1, optimálńı řešeńı je 3,3)

2 rekurzivńı algoritmus
3 dynamické programováńı
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince (rekurzivńı algoritmus

Značeńı

r(i) ... minimálńı počet minćı, který je poťreba na rozměněńı
částky i

Základńı myšlenka: backtracking

krok dop̌redu: zkuśıme zaplatit jednou z minćı, sńıž́ıme o jej́ı
hodnotu ćılovou částku
krok zpět: pokud nevede cesta k řešeńı, vezmeme posledńı
provedenou akci zpět a zkuśıme jinou minci (kterou jsme ještě
nezkoušeli)

Rekurentńı vztah:

r(0) = 0
r(i) = minm∈mince,i−m≥0[r(i −m) + 1], 1 ≤ i ≤ n

=∞ (pokud částku nelze rozměnit)

Řešeńı s využit́ım rekurze

p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince

Př́ıklad: Strom rekurze pro mince {1, 3, 4} a ćılovou částku n = 6

je ternárńı
spousta hodnot se zbytečně poč́ıtá opakovaně

6

2

3

2

2

1

1

1

35
1 3

4

1

0

31

1

1

0

4

1
1

0

31

0

1

0

0
31

1

1

1

0

4 2
1

1

431

01

0

1
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı

rekurzi nahrad́ıme iterativńım výpočtem

budeme postupně poč́ıtat hodnoty r(i) pro i = 0, ..., n, tyto
hodnoty (mezivýsledky) budeme ukládat (,,cachovat”) v
pomocné tabulce (v poli) a

a(i) =

{
minimálńı počet minćı poťrebný pro rozměněńı částky i
∞ (pop̌r. −1), pokud částku nelze rozměnit

,

v daľśım poli p si budeme pamatovat naposledy použitou
minci (abychom mohli snadno zrekonstruovat řešeńı)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı - p̌ŕıklad

Zadáńı: mince {1, 3, 4} a ćılová částka n = 8

Řešeńı:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

a 0 1 2 1 1 2 2 2 2
p -1 1 1 3 4 4 3 4 4

Výsledek: 2 mince : 4,4
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Dynamické programováńı

Dynamické programováńı

Př́ıklad 4 ... automat na mince

Časová a prostorová složitost

Řešeńı s využit́ım rekurze
čas T (n) = O(mn) (strom rekurze je m-árńı)
prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı
(iterativně)

čas T (n) = O(nm) (p̌ri výpočtu hodnoty v poli na indexu i se
d́ıváme až na m ďŕıve vyplněných hodnot v poli)
prostor S(n) = O(n) (pomocná pole)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 5 ... nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Zadáńı:

máme pole x delky n (posloupnost č́ısel)

hledáme nejdeľśı vybranou rostoućı podposloupnost č́ısel v poli

Př́ıklad:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x 3 1 2 -5 10 8 20 12 17 13
Jak úlohu řešit?

1 hladový algoritmus:

procháźıme prvky jeden po druhém a p̌ridáváme je do vybrané
podosloupnosti, pokud jsou věťśı než posledně p̌ridaný prvek
nemuśı naj́ıt optimálńı řešeńı (nap̌r. pro p̌redchoźı p̌ŕıklad
algoritmus vybere podposloupnost: 3,10,20)

2 rekurzivńı algoritmus

3 dynamické programováńı
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 5 ... nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Značeńı:

r(i) ... délka nejdeľśı rostoućı podposloupnosti konč́ıćı p̌resně
na indexu i

nrp ... délka nejdeľśı rostoućı podposloupnosti konč́ıćı na
libovolném indexu pole

Základńı myšlenka
1 spoč́ıtáme r(i) pro všechna i = 0, ..., n
2 spoč́ıtáme nrp = maxj ;0≤j<nr(j)

Rekurentńı vztah :

r(i) =

{
maxj ;0≤j<i ,a[i ]>a[j](r(j) + 1)
1 (pokud nelze prodloužit žádnou p̌redponu)

,

Řešeńı s využit́ım rekurze

p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 5 ... nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı

rekurzi nahrad́ıme iterativńım výpočtem

budeme postupně poč́ıtat hodnoty r(i) pro i = 0, ..., n, tyto
hodnoty (mezivýsledky) budeme ukládat (,,cachovat”) v
pomocném poli a
a(i) = délka nejdeľśı rostoućı podposloupnosti konč́ıćı na
indexu i

v daľśım poli p si budeme pamatovat index p̌redchůdce prvku
(abychom mohli snadno zrekonstruovat řešeńı)

nrp spoč́ıtáme stejně jako u rekurzivńıho algoritmu
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 5 ... nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı - p̌ŕıklad:

Zadáńı:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x 3 1 2 -5 10 8 20 12 17 13

Řešeńı:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a 1 1 2 1 3 3 4 4 5 5
p -1 -1 1 -1 2 2 4 4 7 7

Výsledek: vybraná podposloupnost má 5 prvk̊u :
1,2,10,12,17

(nejedná se o jedinné optimálńı řešeńı úlohy)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 5 ... nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Časová a prostorová složitost:

Řešeńı s využit́ım rekurze
p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu
čas T (n) = O(2n) (strom rekurze je binárńı)
prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı
(iterativně)

čas T (n) = O(n2) (p̌ri výpočtu hodnoty v poli na indexu i se
d́ıváme na všechny p̌redchoźı hodnoty v poli)
prostor S(n) = O(n) (pomocná pole)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

u řady úloh dynamického programováńı si nevystač́ıme s
jednorozměrným polem pro uchováńı mezivýsledk̊u, ale je
poťreba v́ıcerozměrné pole (nap̌r. matice)

p̌ŕıkladem takové úlohy je úloha konstrukce optimálńıho
binárńıho vyhledávaćıho stromu (detaily viz skripta, kapitola
6.6.2)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

= BVS, který v pr̊uměru poťrebuje k vyhledáńı kĺıče nejmenš́ı
počet krok̊u

Vrcho l ∗ Bina rn iS t rom : : n a j d iP r v e k ( i n t k l i c )
{

Vrcho l ∗ v r c h o l = koren ;
whi le ( v r c h o l != n u l l p t r && v r cho l−>k l i c != k l i c )
{

i f ( v r cho l−>k l i c < k l i c )
v r c h o l = v r cho l−>pravy ;

e l s e
v r c h o l = v r cho l−>l e v y ;

}
r e t u r n v r c h o l ;

}
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Máme:

hodnoty kĺıč̊u x0 < x1 < ... < xn−1

pravděpodobnosti / četnosti dotaz̊u na kĺıče:
pi = P(x = xi ), 0 ≤ i < n
qi = P(xi−1 < x < xi ), 0 ≤ i ≤ n, x−1 = −∞, xn =∞

Hledáme optimálńı BVS:

BVS, který v pr̊uměru poťrebuje k vyhledáńı kĺıče nejmenš́ı
počet krok̊u
= BVS s nejnižš́ı ,,cenou”:

C = C0,n−1 =
n−1∑
i=0

pih(xi ) +
n∑

i=0

qih(ei )

ei je list stromu odpov́ıdaj́ıćı intervalu (xi−1, xi ), h(v) je
hloubka vrcholu v
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Základńı myšlenka rekurzivńıho algoritmu

rekurzivńı funkce vrát́ı optimálńı strom pro hodnoty
xi < xi+1 < ... < xj−1, vrát́ı zároveň jeho cenu Cij

1 zvoĺıme kǒren xk , i ≤ k < j (postupně zkuśıme všechny
možnosti, každá z hodnot může být v kǒreni)

2 zavoláme rekurzivně na levého a pravého syna

3 pro každý z kǒrenů xk spočteme (s využit́ım rekurzivně
spoč́ıtaných cen levého a pravého podstromu) cenu celého
stromu s kǒrenem xk

4 vrát́ıme strom s nejnižš́ı cenou (a jeho cenu)
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Dynamické programováńı

Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Odvozeńı rekurentńı vztahu:

chceme spoč́ıtat cenu optimálńıho stromu pro úsek
xi < xi+1 < ... < xj−1:

Ci ,j =

j−1∑
l=i

plh(xl) +

j∑
l=i

qlh(el)

spoč́ıtáme cenu C k
i ,j stromu s kǒrenem xk , i ≤ k < j :

C k
i ,j = Ci ,k + C(k+1),j + vi ,j

(cena levého podstromu + cena pravého podstromu + cena
nav́ıc)

vi ,j =

j−1∑
k=i

pk +

j∑
k=i

qk

(každý vrchol nebo list vlevo i vpravo klesl o jedničku + je zde
nav́ıc xk v hloubce 1) 32 / 37
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Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Odvozeńı rekurentńı vztahu (pokračováńı):

spoč́ıtáme cenu optimálńıho stromu:
Ci ,j = min{k,i≤k<j}C

k
i ,j = min{k,i≤k<j}(Ci ,k + C(k+1),j + vi ,j),

→
Rekurentńı vztah:

Ci ,i = vi ,i = qi , 0 ≤ i ≤ n

Ci ,j = vi ,j + min{k,i≤k<j}(Ci ,k + Ck+1,j), 0 ≤ i < j ≤ n

vi ,j =
∑n−1

i=0 pi +
∑n

i=0 qi
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Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Řešeńı s využit́ım rekurze

p̌ŕımá implementace rekurentńıho vztahu

Zjednodušeně (pokud by nám stačilo rekurzivně spoč́ıtat
pouze cenu stromu):

double s po c t iC ( i n t i , i n t j )
{

i f ( i > j )
r e t u r n 0 ;

i f ( i == j )
r e t u r n q [ i ] ;

double v = vaha ( i , j ) ;
r e t u r n ”minimum p r e s k pro i<=k<j ”

( s po c t iC ( i , k)+ spoc t iC ( k+1, j )+v ) ;
}
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Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı (iterativně)

pro uložeńı hodnot C(i,j) využijeme pomocnou matici C o
rozměrech (n + 1)x(n + 1) (spodńı část matice pod hlavńı
diagonálou z̊ustane nevyplněna)

matici C postupně zaplňujeme s využit́ım odvozeného vzorce
po diagonálách (od hlavńı diagonály nahoru)

cenu optimálńıho stromu p̌rečteme jako hodnotu C [0][n]

v daľśı pomocné matici P o rozměrech (n + 1)x(n + 1) si
budeme pamatovat pro každou dvojici (i,j) index kǒrene
optimálńıho podstromu pro daný úsek (abychom mohli snadno
zrekonstruovat řešeńı)
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Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Časová a prostorová složitost:

Řešeńı s využit́ım rekurze
čas T (n) = Ω(2n)
prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

Řešeńı s využit́ım dynamického programováńı
(iterativně)

čas T (n) = O(n3)
prostor S(n) = O(n2) (pomocná matice)
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Př́ıklad 6 ... optimálńı binárńı vyhledávaćı strom

Detaily:

v p̌ŕıpadě, že by vám tato úloha nebyla moc jasná, doporučuji
nahlédnout do skript (je tam vysvětlena dopodrobna)

úlohu tento týden nedávám za domáćı úkol, p̌resto ke zkoušce
doporučuji si ji ve skriptech nastudovat
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