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Dynamické programovani
Rekurze

1. Rekurzivni algoritmy

@ na predchozich cvi€enich jsme se sezndmili s celou ¥adou
rekurzivnich algoritm{ i s mechanismy jak se rekurze zbavit:

e iterativnim vypottem, pomoci while-cyklu (pokud m3 rekurze
.jen jednu vétev")
e pomoci zasobniku nebo fronty (pokud se rekurze ,,vice v&tvi")
Samostudium: skripta, kapitola 4
@ najdete zde formdlni definici rekurzivniho algoritmu

o ilustrativni p¥iklady (faktorial, fibonacci, Ackermannova
funkce)

@ pak také obecny postup jak rekurzi odstranit

Jedna se o oblibené téma u zkousky, doporucuji zejména
kapitolu 4.2 pofadné nastudovat
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Dynamické programovani
Rekurze

1. Rekurzivni algoritmy

@ pokud vychazime z rekurzivnich definic nebo pracujeme s
rekurzivnimi datovymi strukturami (spojovy seznam, strom),
¢asto nas to pfirozené navede k rekurzivnimu algoritmu ¥eSeni

@ ale rekurzivni algoritmus ¢asto neni nejle$im FeSenim

@ nyni si to demonstrujeme na nékolika trividlnich p¥ikladech
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 1 ... faktorial

Rekurentni vztah:
e f(0)=1f(1)=1
o f(n)=nxf(n—1),n>1
Reseni s vyuzitim rekurze
@ pfima implementace rekurentniho vztahu

Reseni bez rekurze (iterativn&)

@ pouZijeme pomocnou promé&nnou pro uchovani mezivysledkii a
for-cyklus
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 1 ... faktorial

unsigned long long fact(unsigned int n)

if (n>1)
return n % fact(n — 1);
else
return 1;
}
unsigned long long fact(unsigned int n)
{
unsigned long long f = 1; // pomocna promenna
for ( ; n>1; n—)
f x= n;
return f;
}
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 1 ... faktorial

Casova a prostorova sloZitost obou algoritmi

o Redeni s vyuzitim rekurze
e tas T(n) = O(n), prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)
o Reseni bez rekurze (iterativng)
e tas T(n) = O(n), prostor S(n) = O(1) (jedna pomocna
proménna)

— asymptoticky se algoritmy lisi hlavn& prostorovou sloZitosti

@ pokud si oba programy pustite na po¢itadi, snadno ovéfite, Ze
pro velkd n bude rekurzivni program pomalejsi a mimo to
spadne pro ,,nedostatek paméti na zasobniku" pro pomérné
nizké hodnoty n, se kterymi si druhy program snadno poradi.
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Dynamické programovani
Rekurze

Ptiklad 2 ... Eukliddv algoritmus

Zadani:

@ mame dvé celd nezdpornd Cislaaab

@ chceme spotitat nejvétsiho spole¢ného délitele &isel a a b
Euklidav algoritmus (myslenka):

@ odetteme mensi &islo od vétsiho

@ opakujeme ptedchozi krok, dokud neni jedno z &isel rovno 0

@ jakmile je jedno z &isel rovno 0, je vysledkem druhé z &isel
12| 20

Ptiklad:

‘-b-b-bl—l‘
‘o.boooo
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Dynamické programovani
Rekurze

Ptiklad 2 ... Eukliddv algoritmus

Rekurentni vztah 1:
e 0 <a<b— nsd(a,b)=nsd(a,b— a)
@ 0 < b<a— nsd(a,b) = nsd(a— b,b)
e 0=a<b—nsd(a,b)=>b
e 0=b<a—nsd(a,b)=a
Rekurentni vztah 2 (vylep$eni: odetitani mizeme nahradit
modulem, %):

e 0 <a<b— nsd(a,b)
e 0 < b< a— nsd(a,b)
e 0=a<b— nsd(a,b)
e 0=b<a— nsd(a,b)=a

nsd(a, b%a)
nsd(a%b, b)
b

Implementace pomoci rekurze a iterativné

@ na rozmyslenou
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Dynamické programovani
Rekurze

Ptiklad 2 ... Eukliddv algoritmus

Casova a prostorova sloZitost obou algoritmi
Reseni s vyuzitim rekurze

e 1) &as T(n) = O(a+ b), prostor O(a + b) (rekurze)
Reseni bez rekurze (iterativng)

e 1) ¢as T(n) = O(a+ b), prostor O(1)

@ 2) &as T(n) = O(lograb), prostor O(1)
— asymptoticky se algoritmy lisi hlavn& prostorovou sloZitosti
(podobné jako u pvniho ptikladu)
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Rekurentni vztah:

e f(0)=0

o f(1)=1

o f(n)=f(n—-1)+f(n—2),n>1
ReZeni s vyuzitim rekurze

@ p¥ima implementace rekurentniho vztahu
Reseni bez rekurze (iterativné)

@ pouzijeme t¥i pomocné promé&nné pro uchovani poslednich t¥
¢lendl posloupnosti (alternativné&: pouZijeme pole pro uchovani
vdech prvkl posloupnosti aZz do n-tého prvku)

ReSeni pomoci znamého vzorce (Bernoulli)

° f(n) — %(1+2\/§)n _ %(1—2\/§)n
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

unsigned long long fib(unsigned int n)
{
if (n<=1)
return n;
else
return fib(n — 1) + fib(n — 2);

}

unsigned long long fib(unsigned int n)

if (n<=1)
return n;
else {
unsigned long long a = 0, b =1, c;
for ( ; n>1; n—) {
c a + b;
a b;
b c;

return c;
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Ptiklad: Strom rekurze pro f(5)
@ je binarni
@ spousta hodnot se zbytecné politd opakované:

5/

@f * 4
@%D@ Cb @é@

@
T(n)=T(h—1)+T(n—-2)+1>2T(n—2)>4T(n—4) >
8T(n—6)>..> 2kT(n — 2k) = (pro k = n/2) on/2
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Dynamické programovani
Rekurze

P¥iklad 3 ... Fibonacciho posloupnost

Casova a prostorova sloZitost:
o Re3eni s vyuzitim rekurze
o tas T(n) = Q(2"/?), prostor O(n) (hloubka rekurze)
o Reseni bez rekurze (iterativng)
e tas T(n) = O(n), prostor O(1)/O(n) (t¥i pomocné
promé&nné/pomocné pole)
— tentokrat se algoritmy zdsadné |isi i ¢asovou sloZitosti
@ pokud si programy pustite na pocitaci, snadno ovéfite, Ze je
rekurzivni program extrémné neefektivni a mimo to spadne
pro ,,nedostatek pamé&ti na zdsobniku” jiZ pro nizké hodnoty n
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Dynamické programovani
Rekurze

Dynamické programovani

@ ani u jednoho z ptedchozich p¥ikladd nebyla rekurze dobrym
FeSenim
— efektivn&jsim ¥eSenim byl iterativni algoritmus

@ uvedené iterativni algoritmy byly trividInimi p¥iklady obecného
postupu, kterému ¥ikdme dynamické programovani

@ za chvili si pfedvedeme nékolik typickych ptikladi
.,pokrodilejsiho” dynamického programovani
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

Princip dynamického programovani

@ mame rekurzivni algoritmus
(typicky s exponencidlni €asovou sloZitosti)
@ zjistime, Ze opakované voldme to samé — zbytecdné

© nahradime rekurzi iterativnim algoritmem
(typicky s linedrni nebo kvadratickou ¢asovou sloZitosti),

e vyuZijeme pomocnou pam&t (CACHE) pro uchovdni
mezivysledki
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

Princip dynamického programovani

Samostudium: skripta
o Kapitola 3.3 je zde vysvétleny princip dynamického
programovani na tloze hledani nejkrat¥i cesty v sitovém grafu

o Kapitola 6.2.2 konstrukce optimalniho binarniho
vyhledavaciho stromu s vyuZitim dynamického programovani
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince

Zadani:
@ v automatu na mince je m typd minci, nap¥. {1, 3,4} (od
kazdé mince neomezeny potet)
@ mame &astku n € N, kterou chceme rozménit pomoci co
nejméné& minci
Jak dlohu fesit?
@ hladovy algoritmus:

e pouZijeme vZdy co nejvétsi minci, kterd je mensi nebo rovna
aktudlni cilové Castce, od cilové ¢astky odelteme pouZitou
minci

e bude dob¥e fungovat pro b&zné pouZivané mince
{1,2,5,10, 20,50}

e obecn& nefunguje, p¥. mince {1,3,4} a cilovd &astka 6
(hladovy algoritmus najde 4,1,1, optimdlni YeZeni je 3,3)

@ rekurzivni algoritmus
© dynamické programovani
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince (rekurzivni algoritmus

Znaceni
@ r(i) ... minimalni pocet minci, ktery je potfeba na rozmé&n&ni
Castky i

Zakladni myslenka: backtracking
@ krok dopfedu: zkusime zaplatit jednou z minci, snizime o jeji
hodnotu cilovou &astku
@ krok zpét: pokud nevede cesta k feSeni, vezmeme posledni
provedenou akci zpét a zkusime jinou minci (kterou jsme je¥t&
nezkougeli)
Rekurentni vztah:

e r(0)=0
o r(i) = Mminmemince,i—m>o[r(i—m)+1], 1<i<n
° = oo (pokud &dstku nelze rozménit)

Reseni s vyuZzitim rekurze

@ pfima implementace rekurentniho vztahu
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince

Pf¥iklad: Strom rekurze pro mince {1, 3,4} a cilovou &istku n =6
@ je ternarni
@ spousta hodnot se zbytecné politd opakované

IR
Fasaes

0 /1\/
2 <1

e

[0 (o)

o
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince

Reseni s vyuzitim dynamického programovani
@ rekurzi nahradime iterativnim vypoétem

@ budeme postupné potitat hodnoty r(i) pro i =0,..., n, tyto
hodnoty (mezivysledky) budeme uklddat (,,cachovat”) v
pomocné tabulce (v poli) a

a(i) = minimalni polet minci potfebny pro rozménéni &astky i
~ | oo (pop¥. —1), pokud &3stku nelze rozménit

@ v dalsim poli p si budeme pamatovat naposledy pouZitou
minci (abychom mohli snadno zrekonstruovat ¥esen)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince

Reseni s vyuZitim dynamického programovani - priklad

Zadani: mince {1,3,4} a cilova &astka n =8

]

o Reseni:
ni0 1 2 3 4 5 6 7 8
a0 1 2 1 1 2 2 2 2
pl-1 1 1 3 4 4 3 4 4

o Vysledek: 2 mince : 4,4
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 4 ... automat na mince

Casova a prostorova slozitost

e Reseni s vyuzitim rekurze
e tas T(n) = O(m") (strom rekurze je m-arni)
e prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)
o Re3eni s vyuzitim dynamického programovani
(iterativnég)
o tas T(n) = O(nm) (p¥i vypottu hodnoty v poli na indexu i se
divdme aZ na m d¥ive vypln&nych hodnot v poli)
e prostor S(n) = O(n) (pomocna pole)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 5 ... nejdelsi rostouci podposloupnost

Zadani:
@ mame pole x delky n (posloupnost &isel)
@ hleddme nejdelsi vybranou rostouci podposloupnost &isel v poli
P¥i klad
2 3 4 56 7 8 9

n
x312—510820121713
Jak ulohu Fesit?

@ hladovy algoritmus:
e prochazime prvky jeden po druhém a pfiddvame je do vybrané
podosloupnosti, pokud jsou v&tsi nez posledné& p¥idany prvek
e nemusi najit optimalni YeZeni (nap¥. pro pfedchozi p¥iklad
algoritmus vybere podposloupnost: 3,10,20)

@ rekurzivni algoritmus

© dynamické programovani
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 5 ... nejdelsi rostouci podposloupnost

Znaceni:
@ r(i) ... délka nejdel3i rostouci podposloupnosti kon&ici p¥esn
na indexu i
@ nrp ... délka nejdelsi rostouci podposloupnosti kondici na
libovolném indexu pole
Zakladni myslenka
@ spotitdme r(i) pro vechna i =0, .
@ spocitame nrp = max;j.o<j<nr(J)
Rekurentni vztah :

r(i) = { maxjo<j<iafi>alj)(r() +1)

(pokud nelze prodlouZit Zddnou p¥edponu) ’

(¢

v

ReSeni s vyuZitim rekurze
@ pfima implementace rekurentniho vztahu
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 5 ... nejdelsi rostouci podposloupnost

Reseni s vyuzitim dynamického programovani
@ rekurzi nahradime iterativnim vypoctem
@ budeme postupné potitat hodnoty r(i) pro i =0,..., n, tyto
hodnoty (mezivysledky) budeme uklddat (,,cachovat”) v
pomocném poli a
a(i) = délka nejdel3i rostouci podposloupnosti kon&ici na
indexu i
@ v dalsim poli p si budeme pamatovat index pfedchiidce prvku
(abychom mohli snadno zrekonstruovat ¥esenf)

@ nrp spolitame stejné jako u rekurzivniho algoritmu
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 5 ... nejdelsi rostouci podposloupnost

Re3eni s vyuzitim dynamického programovani - p¥iklad
e Zadani:
n|[01 23 4 56 7 8 9
x[3 1 2 -5 10 8 20 12 17 13
o Reseni:
n|[0 1 23 456 7 809
a|l 1 2 1 3 3 4 4 5 5
pl-1 -1 1 -1 2 2 4 4 7 7

o Vysledek: vybrana podposloupnost ma 5 prvki :
1,2,10,12,17

(nejednd se o jedinné optimdlni YeZeni tlohy)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 5 ... nejdelsi rostouci podposloupnost

Casova a prostorova slozitost:
o ReSeni s vyuzitim rekurze

e pfima implementace rekurentniho vztahu

e Zas T(n) = O(2") (strom rekurze je bindrni)

e prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

o Reseni s vyuzitim dynamického programovani
(iterativné&)

e &as T(n) = O(n?) (p¥i vypottu hodnoty v poli na indexu i se
divdme na viechny p¥edchozi hodnoty v poli)

e prostor S(n) = O(n) (pomocna pole)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

@ u Fady uloh dynamického programovani si nevystaéime s
Jjednorozmé&rnym polem pro uchovani mezivysledki, ale je
pot¥eba vicerozmérné pole (nap¥. matice)

o prikladem takové llohy je tloha konstrukce optimalniho
bindrniho vyhleddvaciho stromu (detaily viz skripta, kapitola
6.6.2)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

= BVS, ktery v priméru pot¥ebuje k vyhledani klite nejmensi
pocet kroki

Vrchol*x BinarniStrom :: najdiPrvek(int klic)

{
Vrchol *xvrchol = koren;
while (vrchol != nullptr && vrchol—>klic != klic)
{
if (vrchol—klic < klic)
vrchol = vrchol—>pravy;
else
vrchol = vrchol—levy;
}
return vrchol;
}
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Mame:
@ hodnoty kli¢h xg < x1 < ... < Xp_1
@ pravdépodobnosti / &etnosti dotazi na klice:
p;:P(X:X,'), 0<i<n
gi=P(xi-1 <x<x;), 0<i<n, x.1=—00,Xp =00
Hledame optimalni BVS:
e BVS, ktery v priméru potfebuje k vyhledani kli¢e nejmensi
polet kroki

[Yd

n—1 n
C=Cop1= Zpih(xi) + Z gih(e)
=0 i=0

e; je list stromu odpovidajici intervalu (x;—1, x;), h(v) je
hloubka vrcholu v
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Zakladni myslenka rekurzivniho algoritmu

@ rekurzivni funkce vrati optimalni strom pro hodnoty
Xi < Xjy1 < ... < xj_1, vrati zarovefi jeho cenu Cj;

@ zvolime kofen xi, i < k < j (postupné& zkusime viechny
moZnosti, kazdd z hodnot miiZe byt v koFeni)

© zavolame rekurzivné na levého a pravého syna

@ pro kazdy z kofenl xi spofteme (s vyuZitim rekurzivné
spotitanych cen levého a pravého podstromu) cenu celého
stromu s kofenem xj

© vratime strom s nejniZ&i cenou (a jeho cenu)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Odvozeni rekurentni vztahu:
@ chceme spotitat cenu optimalniho stromu pro tsek
Xi < Xit1 < ... < Xj—1!

Jj-1 J
Cij=>_pih(x)+ Y qih(e)
I=i I=i
@ spolitdme cenu C,-kj stromu s kofenem xi, i < k < j:

CK = Cik + Cliy)) + Vi

(cena levého podstromu + cena pravého podstromu + cena
navic)

Jj—1 J
Vij = ZPk+ZQk
k=i k=i

(kazdy vrchol nebo list vlevo i vpravo kles| o jedni¢ku + je zde
navic x. v hloubce 1) 32/37



Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Odvozeni rekurentni vztahu (pokratovani):

@ spoditdme cenu optimalniho stromu:
Cij = mingi<k<jy G5 = minge i<k (Gik + Cigryj + Vig)s
4>
Rekurentni vztah:

e CGii=vii=gq;, 0<i<n

o Cij=vij+mingickjp(Cik+ Chp1j), 0<i<j<n
1

o Vij =2l oPit i oq
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Reseni s vyuzitim rekurze

@ pfima implementace rekurentniho vztahu

Zjednodusené (pokud by nam statilo rekurzivné spoditat
pouze cenu stromu):

double spoctiC (int i, int j)
{
if (i >1])
return 0;
if (i — )

return q[i];
double v = vaha(i,j);
return "minimum_pres._k_pro.i<=k<j"
(spoctiC(i, k)+spoctiC(k+1,j)+v);

34/37



Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Reseni s vyuzitim dynamického programovani (iterativné)

@ pro uloZeni hodnot C(i,j) vyuZijeme pomocnou matici C o
rozmérech (n+ 1)x(n+ 1) (spodni &ist matice pod hlavni
diagondlou zlstane nevyplnéna)

@ matici C postupné zapliiujeme s vyuZitim odvozeného vzorce
po diagonaldch (od hlavni diagonaly nahoru)

@ cenu optimalniho stromu p¥etteme jako hodnotu C[0][n]

e v dal3i pomocné matici P o rozmérech (n+ 1)x(n+ 1) si
budeme pamatovat pro kazdou dvojici (i,j) index ko¥ene
optimdlniho podstromu pro dany tsek (abychom mohli snadno
zrekonstruovat Yeeni)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Casova a prostorova sloZitost:

o Redeni s vyuzitim rekurze
e Zas T(n) =Q(2")
o prostor S(n) = O(n) (hloubka rekurze)

o Reseni s vyuzitim dynamického programovani

(iterativné&)

e Zas T(n) = O(n®)
e prostor S(n) = O(n?) (pomocnd matice)
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Dynamické programovani
Dynamické programovani

P¥iklad 6 ... optimalni binarni vyhledavaci strom

Detaily:
@ v pripadé&, Ze by vdm tato uloha nebyla moc jasna, doporuuji
nahlédnout do skript (je tam vysvétlena dopodrobna)

@ ulohu tento tyden neddavam za domdci tkol, pfesto ke zkousce
doporuduji si ji ve skriptech nastudovat
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