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Tř́ıděńı II.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı - pokračováńı

Úloha

chceme seťŕıdit (tj. uspǒrádat podle nějakého kĺıče) data
uložená v poli / ve spojovém seznamu / v souboru

data chceme podle kĺıče uspǒrádat vzestupně (nebo sestupně)

Typy ťŕıděńı

vniťrńı - všechna data jsou uložena ve vniťrńı paměti poč́ıtače

vněǰśı - data jsou uložena na disku (nap̌r. se celá do paměti
nevejdou)

My se na tomto cvičeńı budeme zabývat pouze vniťrńım ťŕıděńım

budeme ťŕıdit č́ısla uložená v poli či ve spojovém seznamu

ćılem bude uspǒrádat č́ısla vzestupně
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Tř́ıděńı II.

Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

Tř́ıd́ıćı algoritmy můžeme rozdělit do ťŕı kategoríı:

p̌ŕımé metody (prob́ırali jsme minule)

krátké a jednoduché algoritmy (obvykle založené na
porovnáváńı)
ťŕıd́ı tzv. ,,na ḿıstě” (p̌ŕımo v poli, použ́ıvaj́ı jen konstantně
velkou pomocnou pamět’)
typicky časová složitost O(n2)
typičt́ı p̌redstavitelé:

selection sort = ťŕıděńı p̌ŕımým výběrem minima
insertion sort = ťŕıděńı vkládáńım
bubble sort = bublinkové ťŕıděńı
a daľśı (nap̌r. shell sort, ťŕıděńı binárńım vkládáńım,...)

sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

ťŕıd́ıćı algoritmy speciálńı, ,,ušité na ḿıru” konkrétńım dat̊um

3 / 28



Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

algoritmy náročněǰśı na implementaci

časová složitost O(nlog2n) v pr̊uměru nebo vždy

typickou cenou za nižš́ı časovou složitost je vyš̌śı prostorová
složitost, obvykle využ́ıvaj́ı pomocnou pamět’ velikosti O(n)

kdy se hod́ı? ... když chceme seťŕıdit ,,hodně” dat

typičt́ı p̌redstavitelé:

ťŕıděńı binárńım vyhledávaćım stromem (bylo minule)
merge sort = ťŕıděńı p̌ŕımým slučováńım (bylo minule)
heap sort = ťŕıděńı haldou
quick sort = rychlé ťŕıděńı
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Základńı myšlenka

využ́ıva p̌ri ťŕıděńı pomocnou datovou strukturu (halda)

pokud ťŕıd́ıme pole, může být halda uložená p̌ŕımo v ťŕıděném
poli
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Halda (heap)
binárńı strom s následuj́ıćımi vlastnostmi:

všechny úrovně jsou zcela zaplněny (až na posledńı úroveň, ta
je zaplněná ,,zleva”)
hodnota každého vrcholu je věťśı nebo rovna hodnotám jeho
synů (tzv. MAX-halda, existuje i MIN-halda s opačnou
podḿınkou)
v́ıce viz skripta, kapitola 2.2.8 (str. 58)

haldu můžeme snadno implementovat v poli
synové vrcholu uloženého na indexu i budou na indexech
(2i + 1) a (2i + 2)

hloubka haldy o n prvćıch ∼ log2n
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Základńı myšlenka algoritmu

1 z pole / seznamu postav́ıme MAX-haldu

2 z haldy postupně odeb́ıráme kǒren (=maximum) a vkládáme
ho zpět do pole/seznamu

I. Heap sort pro spojový seznam:

v o i d Seznam : : h e a p S o r t ( )
{

MAXHalda h ;
w h i l e ( n e p r a z n y ( ) )

h . v l o z ( v y j m i P r v n i ( ) ) ;
w h i l e ( h . neprazdna ( ) )

v lo z Na Z a ca t ek ( h . vyjmiMax ( ) ) ;
}
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Pro haldu si muśıme rozmyslet, jak implementovat dvě
metody:

1 vlož (INSERT)

2 vyjmiMax (EXTRACTMAX)

Ukážeme si ted’ trochu jinou variantu, než je ve skriptech.
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

vlož (INSERT):

1 vlož nový prvek ,,na konec” haldy (na nejnižš́ı úroveň na volné
ḿısto nejv́ıce vlevo)

2 probublávej nový prvek nahoru (dokud je otec menš́ı, prohod’

nový prvek s jeho otcem)
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

vyjmiMax (EXTRACTMAX):
1 maximum je v kǒreni, po jeho vyjmut́ı by z̊ustal strom bez

kǒrene
2 do kǒrene p̌resuneme prvek ,,z konce” haldy (nejpravěǰśı prvek

na nejnižš́ı úrovni)
3 probublávej tento prvek dol̊u (dokud je alespoň jeden ze synů

věťśı, prohod’ prvek s jeho nejvěťśım synem)

Složitost obou operaćı je O(log2n) (procháźıme vždy jen jednu
větev stromu, a to nahoru / dol̊u)
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Tř́ıděńı pole č́ısel

halda bude uložená p̌ŕımo v ťŕıděném poli

kǒren haldy bude na indexu 0,
synové vrcholu na indexu i budou na indexech 2i + 1 a 2i + 2,
jeho otec bude na indexu b(i − 1)/2c

I. Postav́ıme haldu:

haldu budeme postupně stavět zleva doprava

postupně bereme jeden prvek pole za druhým (pro
i = 1, ..., n − 1) a zabubláme ho ,,zdola” do haldy (tvǒrené
nyńı prvky pole na indexech 0, .., i)

nakonec tvǒŕı celé pole haldu
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

II. Z haldy sestroj́ıme seťŕıděné pole:

pak budeme postupně vyj́ımat z haldy maximum a halda se
bude postupně zmenšovat (zprava bude postupně vznikat
seťŕıděné pole)

vždy vezmeme prvek na indexu 0 (maximum) a prohod́ıme ho
s prvkem na indexu i, i = n − 1, n − 2, ..., 1). Prvek, který byl
p̌resunut na index 0, zabubláme ,,shora” do haldy (tvǒrené
prvky pole na indexech 0, ..., i − 1)
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Heap sort (ťŕıděńı haldou)

Časová složitost

složitost INSERT i EXTRACTMAX je T (n) = O(log2n)

postaveńı haldy: T (n) = nlog2n

vytvǒreńı seťŕıděného pole/seznamu : T (n) = O(nlog2n)

celkem T (n) = O(nlog2n)

Prostorová složitost

pro spojový seznam: S(n) = O(n) (halda)

pro pole: S(n) = O(1) (halda je p̌ŕımo v poli, ťŕıd́ıme tzv. ,,na
ḿıstě”)
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel): metoda rozděl a panuj
(ale jde na to trochu jinak než merge sort)

1 vezmeme libovolný prvek pole, nazveme ho pivot
2 QSPLIT: rozděĺıme pole na ťri části:

prvky menš́ı nebo rovné pivotu (budou v poli vlevo od pivotu)
pivot
prvky věťśı nebo rovné pivotu (budou v poli vpravo od pivotu)

3 obě části pole seťŕıd́ıme (nap̌r. rekurzivně nebo s použit́ım
zásobńıku)

QMERGE (slit́ı seťŕıděných poĺı) p̌ri implementaci ,,na ḿıstě” neńı
poťreba
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Jak vybrat pivot?

nap̌r. jako prosťredńı prvek ťŕıděného úseku pole (optimálńı
varianta, pokud je pole již seťrděné)

nebo jako prvńı prvek ťŕıděného úseku pole

Jak rozdělit úsek pole x [l , .., r ] podle pivotu?

nap̌r. zavedeme dva indexy i = l a j = r a budeme prohazovat
moc velké prvky p̌red pivotem s moc malými prvky za
pivotem:

1 dokud je i ≤ j a x [i ] ≤ pivot, zvyšujeme i o jedna
2 dokud je i ≤ j a x [j ] ≥ pivot, snižujeme j o jedna
3 pokud je i < j , prohod́ıme x [i ] a x [j ]
4 pokud je i ≤ j , zvýš́ıme i o jedna a sńıž́ıme j o jedna
5 celý proces opakujeme, dokud je i ≤ j

nakonec máme dva úseky pole [l , ..., j ] a [i , ..., r ] pro daľśı
ťŕıděńı
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Časová složitost

zálež́ı na tom, jak dob̌re jsme zvolili pivot

nejlepš́ı p̌ŕıpad: pivot = medián prvk̊u
→ T (n) = 2T (n/2) + O(n) = O(nlog2n)
(na rozmyšlenou, použijte master theorem = kuchǎrku)

nejhořśı p̌ŕıpad: pivot = nejmenš́ı nebo nejvěťśı prvek úseku
→ T (n) = 2T (n − 1) + (n − 1) = O(n2)
(nap̌ŕıklad: již seťŕıděné pole a jako pivot bereme prvńı prvek
úseku)

pr̊uměrný p̌ŕıpad: T (n) = O(nlog2n) (viz skripta)

Prostorová složitost

nejhořśı p̌ŕıpad: S(n) = O(n) (maximálńı hloubka rekurze
nebo velikost zásobńıku)

pr̊uměrný p̌ŕıpad: S(n) = O(log2n)
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Implementace pomoćı zásobńıku
na zásobńık budeme vkládat dvojice index̊u (l , r) (indexy začátku a konce
ťŕıděného úseku pole)

i f ( n>0)
v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( 0 , n−1)

w h i l e ( z a s o b n i k n e n i prazdny ) {
v y j m i v r c h o l z a s o b n i k u ( l , r )
i =l , j=r
z v o l p i v o t
proved q s p l i t p o d l e p i v o t u
i f ( l < j )

v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( l , j )
i f ( i < r )

v l o z na z a s o b n i k p r v e k ( i , r )

}
}
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Spojový seznam ... quickSort (rekurzivně)

v o i d Seznam : : q u i c k S o r t ( )
{

i f ( p r v n i == z a r a z k a | | p r v n i−>d a l s i == z a r a z k a )
r e t u r n ;

Seznam t , u ;
q s p l i t ( t , u ) ;
t . q u i c k S o r t ( ) ;
u . q u i c k S o r t ( ) ;
qmerge ( t , u ) ;

}
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Spojový seznam ... quickSort (zásobńık) ... pseudokód

v o i d Seznam : : q u i c k S o r t ( ) {
Seznam ∗ s , ∗ t , ∗u ;
Zasobn ik z ; // prvek = uka z a t e l na seznam nebo t r o j i c e u k a z a t e l u
i f ( asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z ( t h i s ) ;
w h i l e ( z . neprazdny ( ) ) {

i f ( z . naVrchuJeden ( ) ){
s = z . v y j m i ( ) ;
t = new Seznam ( ) ; u = new Seznam ( ) ;
s−>q s p l i t ( t , u ) ;
z . v l o z ( s , t , u ) ;
i f ( t . asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z ( t ) ;
i f ( u . asponDvouprvkovy ( ) )

z . v l o z ( u ) ;
}
e l s e {

( s , t , u ) = z . v y j m i ( ) ; // zde pseudokod
s−>qmerge ( t , u ) ;
d e l e t e t ; d e l e t e u ;

}
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Tř́ıděńı II.

Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Hoar̊uv algoritmus (metoda vyhledáńı k-tého nejmenš́ıho
prvku pole)

algoritmus založený na podobném principu jako rychlé ťŕıděńı

abychom rychleji našli k-tý nejmenš́ı prvek pole, neńı ťreba
pole ťŕıdit

v́ıce viz. skripta, str. 150-152
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Hoar̊uv algoritmus

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel):

1 vezmeme libovolný prvek pole, nazveme ho pivot
2 QSPLIT: rozděĺıme pole na ťri úseky:

prvky menš́ı nebo rovné pivotu (budou v poli vlevo od pivotu)
pivot
prvky věťśı nebo rovné pivotu (budou v poli vpravo od pivotu)

3 v prohledáváńı pokračujeme jen v tom úseku pole, kde se
nacháźı index k
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Quick sort (rychlé ťŕıděńı)

Hoar̊uv algoritmus

Časová složitost

zálež́ı na tom, jak dob̌re jsme zvolili pivot

nejlepš́ı p̌ŕıpad: pokud je k-tý prvek na svém správném ḿıstě,
pak stač́ı jeden pr̊uchod polem, T (n) = O(n)

nejhořśı p̌ŕıpad: pivotem zvoĺıme (k-1)-krát maximum a
(n-k)-krát minimum pole (na rozmyšlenou)
→ T (n) = O(n2)
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Zadáńı:

máme seťŕıdit prvky v poli podle nějakého kĺıče

kĺıč p̌ritom nabývá jen malého počtu hodnot (nap̌r. k),
hodnoty se mohou opakovat

metoda je popsaná ve skriptech, kapitola 5.5.1 (str. 166-167)

Základńı myšlenka (pro pole č́ısel)

1 p̌riprav́ıme si k p̌rihrádek (každá funguje jako fronta a
odpov́ıdá jednomu kĺıči)

2 prvky pole nasypeme do p̌rihrádek (podle hodnoty kĺıče)

3 p̌rekoṕırujeme p̌rihrádky jednu po druhé zpět do pole

23 / 28
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Časová složitost

1 p̌resypáńı prvk̊u do p̌rihrádek: T (n) = O(n + k)

2 vysypáńı prvk̊u z p̌rihrádek: T (n) = O(n)

3 celkem: T (n) = O(n + k)

Prostorová složitost S(n) = O(n + k) (na p̌rihrádky)
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Spojový seznam ... bucketSort

v o i d Seznam : : b u c k e t S o r t ( i n t k )
{

Fronta f [ k ] ;
w h i l e ( n e p r a z n y ( ) ) // na s yp e j p rvky seznamu do p r i h r a d e k
{

Prvek ∗p = v y j m i Z a c a t e k ( ) ;
f [ p . k l i c ( ) ] . v l o z ( p ) ;

}
f o r ( i n t i = 1 ; i < k ; i ++) // v y s y p e j p r i h r a d k y zpe t

w h i l e ( f [ i ] . neprazdna ( ) )
vlozNaKonec ( f [ i ] . v y j m i ( ) ) ;

}

implementace p̌rihrádek pomoćı fronty (ne nap̌r. zásobńıku)
má zásadńı význam u lexikografického ťŕıděńı a radixSortu →
zajǐst’uje stabilitu

25 / 28
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Speciálńı p̌ŕıpady

ťŕıděńı č́ısel podle základu (radix sort)
(skripta, kapitola 5.5.3 (str. 169-170))

lexikografické ťŕıděńı

p̌rihrádkové ťŕıděńı od posledńıho ṕısmene po prvńı
v́ıce viz skripta, kapitola 5.5.2 (str. 167-169)
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Tř́ıděńı č́ısel podle základu (radix sort)

máme seťŕıdit č́ısla o nichž v́ıme, že maj́ı omezený počet cifer
(nap̌ŕıklad jsou maximálně trojciferná)
použijeme p̌rihrádkové ťŕıděńı pro jednotlivé cifry:

1 nejprve pole seťŕıd́ıme podle podle nejnižš́ı cifry
2 pak podle druhé nejnižš́ı cifry

... (atd.)
3 nakonec podle nejvyš̌śı cifry

POZOR: abychom si nepokazili to, co již máme seťŕıděné, je
důležité p̌rihrádky implementovat jako fronty (ne ťreba
zásobńıky)

Časová složitost
1 p̌rihrádkové ťŕıděńı podle jedné cifry (p̌rihrádky 0-9):

T (n) = O(n + 10)
2 Celkem: T (n) = O(l(n + 10)) (l je počet cifer)

Prostorová složitost S(n) = O(n + 10) (na p̌rihrádky)
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Sofistikovaněǰśı ťŕıd́ıćı algoritmy

Přihrádkové ťŕıděńı (bucket sort)

Lexikografické ťŕıděńı

máme seťŕıdit slova, věty ap. podle abecedy

použijeme p̌rihrádkové ťŕıděńı pro jednotlivá ṕısmena:
1 nejprve slova seťŕıd́ıme podle podle posledńıho ṕısmene
2 pak podle druhého ṕısmene od konce

... (atd.)
3 nakonec podle prvńıho ṕısmene

POZOR: abychom si nepokazili to, co již máme seťŕıděné, je
důležité p̌rihrádky implementovat jako fronty (ne ťreba
zásobńıky)

POZOR: je ťreba ošeťrit situaci, kdy slova maj́ı r̊uznou délku
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Tř́ıděńı II.

Shrnut́ı

Shrnut́ı: složitost r̊uzných ťŕıd́ıćıch algoritmů

MIN AVERAGE MAX pamět’ (pro pole)

selectionSort O(n2) O(n2) O(n2) O(1)
insertionSort O(n) O(n2) O(n2) O(1)
bubbleSort O(n) O(n2) O(n2) O(1)
shellSort O(nα) O(1)

treeSort O(nlog2n) O(n2) O(n)
mergeSort O(nlog2n) O(n)
quickSort O(nlog2n) O(n2) Ω(log2n)...O(n)
heapSort O(nlog2n) O(1)

bucketSort O(n + k) O(n + k)

n je délka pole/seznamu

k je počet p̌rihrádek

1 < α < 2
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