Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti

Asociativni sité (pamé&ti)

Cil uéeni
@ Asociace zndmého vstupniho vzoru s danym vystupnim vzorem
@ Okoli zndmého vstupniho vzoru X by se mélo také zobrazit na
vystup ¥ odpovidajici X
— spravny vystup pak lze pFifadit i ,,zasuménym“ vzoriim
o Hebbovské uceni
Typicka funkce
@ Rozpoznat pfedem naudené vstupni vzory i v p¥ipadé, Ze jsou
neldplné nebo mirné poskozené
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti

Asociativni sité (pamé&ti)

Zakladni typy asociativnich siti
@ heteroasociativni

o Zobrazujeme N vstupnich vzorii X1, ..., XN v n-rozmérném
prostoru na N vystupnich vzort ¥, ..., ¥N v m-rozm&rném
prostoru tak, Ze

Xy
Jestlize ||X — X'|| < ¢, pak

Xy
@ autoasociativni - oprava poskozenych vzorii

@ sité pro rozpozndvani vzorl - identifikace t¥idy vstupniho vzoru



Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti

Asociativni sité (pamé&ti)

Zakladni typy asociativnich siti
@ heteroasociativni
@ autoasociativni
o X' =y proi=1,..,N
e oprava poskozenych vzori
@ sité pro rozpoznavani vzorl

o Lze je pokladat za specilni typ heteroasociativni paméti
o KaZdému vektoru X' je p¥ifazena t¥ida i proi=1,.... N
o identifikace t¥idy vstupniho vzoru
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Struktura asociativni paméti

Dva zakladni typy architektury asociativnich paméti:

@ asociativni sité bez zpétné vazby

@ asociativni sité se zpétnou vazbou

44



Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Struktura asociativni paméti bez zp&tné vazby
Asociativni pamét Ize implementovat pomoci jedné vrstvy neuronti

Parametry
@ wj ... vdha mezi vstupem i a neuronem j

@ W tvaru n x m ... matice vah, n je po&et vstupl, m je polet
vystupl

pat
X1

X



Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Struktura asociativni paméti bez zp&tné vazby

Asociativni pamét Ize implementovat pomoci jedné vrstvy neuronii

Vypocet
@ vstupni vektor X = {xi, ..., x,} davd excitalni vektor € = X.W
@ Potom se pro kazdy neuron spotita jeho vystup y; jako
hodnota p¥enosové funkce f(e;),i =1,...,m

e Pro identitu dostdvame linedrni asocidtor a vystupem bude
pravé y = X.W

6
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Struktura asociativni paméti bez zp&tné vazby

Obecné

e X ... matice vstupd tvaru N x n (¥addky odpovidaji vstupnim
vektordiim)

@ Y ... matice vystupl tvaru N x m (¥adky odpovidaji
vystupnim vektoriim)

Cil uteni (pro pfenosovou funkci identita)
e Najit takovou matici vah W, aby XW =Y (obecn&
f(XW)=Y)
e Pro autoasociativni sit: XW = X
e Pron=m: W = X"1Y .. ¥efeni soustavy linearnich rovnic

~
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Struktura asociativni sité se zp&tnou vazbou

Nejjednodussi zpétna vazba:
@ vystup sité se pouZiva opakované jako jeji novy vstup, dokud
sit nezkonverguje do stabilniho stavu

@ ne viechny sité zkonverguji po ptedloZeni nového vzoru do
stabilniho stavu

— nutnd dodate¢nd omezeni na architekturu sité&

@ uleni je rychlé, ale rozpozndvani je obtiZngjsi



Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Struktura asociativni paméti

Asociativni sité se zpétnou vazbou

Nejjednodussi asociativni sité — s prenosovou funkci identita
@ bez zpétné vazby ... Linedrni asocidtory ... XW =Y

@ se zpétnou vazbou ... Vlastni automaty ... XW = X
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Vlastni automaty

Vlastni automaty (eigenvector automata)

Linearni rekurentni asociativni sit
Vystup sité predstavuje jeji novy vstup:
@ vSechny neurony poditaji svilj vystup soutasné
o sit dostdva v kazdém kroku (t) na vstup vektor Xt a d4vd

novy vystup xtt!

Otazka
e Existuje pevny bod X takovy, ze X = X.W?
... vektor X je vlastnim vektorem matice W s vlastnim &islem 1
e sit se chovd jako dynamicky systém prvniho ¥adu (kazdy novy
stav je pln& uréen nejbliz§im predchidcem)
— hleddme pevné body dynamického systému
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Vlastni automaty

Vlastni automaty (eigenvector automata)

o Matice vah W tvaru n x n miiZe mit aZ n linedrné nezavislych
vlastnich vektort X' a vlastnich &isel ;.

X'W=Ax"proi=1,...n

— pak W definuje tzv. vlastni automat
@ Po predloZeni libovolného vstupniho vzoru bude nalezen
vlastni vektor s nejv&tsim vlastnim &islem (pokud existuje) ...
atraktor
o priblizuje se smér, ne velikost
e dand sloZka vektoru musi byt nenulova
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Asociativni sité (pamé&ti)
Asociativni pam&ti
Vlastni automaty

Vlastni automaty (eigenvector automata)

P¥iklad 1

e Matice W =[2 0;0 1] m4 2 vlastni vektory (1,0) a (0,1) s
vlastnimi &isli 2 a 1

e Po t iteracich potate&niho vektoru (xi,x2), x1 # 0 dostaneme
(2x1, x2) ... konverguje (co se tykd sméru) k (1,0)

Priklad 2

e Matice W = [0 1; —1 0] nekonverguje do stabilniho stavu
(rotace 0 90%) ... cykly délky 4.
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Ué&eni asociativnich siti

Co je cilem u&eni?

e Pouziti asociativnich siti jako dynamickych systémii, jejichz
atraktory by odpovidaly t€m vektoriim, které chceme do
paméti uloZit

@ P¥i navrhu sité chceme rozmistit ve vstupnim prostoru co
moZna nejvice atraktor(.

o Kazdy atraktor by mél mit pfesné danou a omezenou oblast
vlivu
(vlastni automaty — oblast vlivu jedinného atraktoru
zahrnovala témé¥ cely vstupni prostor)
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Ué&eni asociativnich siti

@ Chceme co nejvice atraktor( s pfesné danou a omezenou
oblast vlivu

e pouzijeme nelinedrni pfenosovou funkci, nap¥. skokovou:

1 pro x > 0,
—1 pro x <0,

f(x) = sgn(x) = {

@ Biparitni kédovani je vhodn&j3i nez bindrni (protoze je v&tsi
pravdépodobnost vzdjemné ortogonality vektor()
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uteni (Donald Hebb — 1949)

Vstup

e Neuronova sit s jednou vrstvou a m neurony a skokovou
pfenosovou funkci.

Cil

@ Nalézt odpovidajici vahy pro zobrazeni n-rozmé&rného
vstupniho vektoru X na m—rozmé&rny vystupni vektor y
(obecn& N vzorii)

Idea

@ Dva neurony, které jsou soucasné aktivni, by mély mit , vyssi
stupen vzajemné interakce” neZ neurony, jejichZ aktivita je
nekorelovand — v takovém pt¥ipadé€ by méla byt vzajemna
interakce hodn& malad nebo nulova
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Adaptacni pravidlo
@ na vstupu je n—rozmé&rny vektor X!, na vystupu m-rozmérny
vektor y1
@ Aktualizace vdhy wj; ze vstupu i do neuronu j podle:

wij = wij + AW,'J',

kde
Awjj = axpy;

e « ... parametr uéeni
o W ... vdhovd matice (na zatatku u&eni nulovd)

— adaptovana vahova matice W je korela€ni matici pro vektory
Xt ayl
1.1 21T -1
W = [Willnxm = [0X; ¥ lnxm = X"y

16
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Matice W = [x,-lyjl],,Xm zobrazi nenulovy vektor X! pravé na vektor
=1,
v

@ Spolteme excitatni vektor:
n n n
-1 1 1.1 1 1.1 1 1.1 S1ol o1
XWZ(YlE Xin7Y2§ XiXiv"‘vymE Xix;) =y (XX7)
i=1 i=1 i=1

o Pro x1 £ 0 plati (X1 -X1) > 0 a vystup sit& je:
sgn(X W) = (s, ym) = 7"
o Pro (—x1) je vystup sit&:

sgn(—XtW) = —sgn(x* W) = -
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Obecné:
@ na vstupu je N n-rozm&rnych vektorii %1, ..., XN, na vystupu
N m-rozm&rnych vektort y1, ..., yV
o PouZijeme Hebbovské uteni pro kazdou dvojici X' a y/
o Vyslednd matice vah je W = W1 + ...+ WN,
kde W' = [X,‘ijl]nxm je korela¢ni matice X a y/

@ Vahy se nastavi v jednom priichodu
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Pyedlozime vzor XP.

@ Excitaéni vektor:

PW = P(W!4 ...+ wh)
N

= WP W
I#p

N
= PR PR )
I#p

@ excitalni vektor tedy odpovidd yP (vyndsobenému kladnou
konstantou) s perturba&nim ¢lenem (crosstalk)

N — = —
Zl;ép yP(R - 3P)
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Vystup sité bude roven:

N
sgn(XPW) = sgn | 7P(3° - %P) + > _J'(%' - 2P)

I#p
e Protoze (XP - XP) je kladna konstanta:
sgn(XPW) =sgn | y —I—Zy W
I#p
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Kdy dé sit na vystupu pozadovany vektor yP?
@ kdyZ je crosstalk nulovy
— pokud jsou vstupni vzory navzajem ortogonalni

@ kdyZ je crosstalk ,,men3i" nez yP(xP - XP)
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

@ Aby byl vystup sité roven yP, musi platit

yr=sgn|y"+ Zy D)
I#p

@ To bude splnéno, pokud bude absolutni hodnota v3ech slozek
perturba¢niho ¢lenu mensi neZ 1.

@ Pro biparitni vektory to znamena, Ze skaldrni soutin (X - XP)
musi byt men&i nez druhd mocnina délky xP



Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uleni

Pokud jsou ndhodn& zvolenym biparitnim vektoriim pfifazeny (jiné)
ndhodné zvolené biparitni vektory, je pravdépodobnost, Ze budou
navzadjem ortogondlni, pomé&rné& vysoka (pokud jich oviem nebylo
zvoleno pfili§ mnoho)

V takovém pfipadé bude crosstalk maly a Hebbovské ueni povede
k volb& vhodnych vah pro asociativni sit
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské uceni - geometricka interpretace

@ Pro jeden ulozeny vzor X! a ptislu¥nou matici W/':
vstupni vektor Z bude zobrazen do linedrniho podprostoru L,

uréeného vektorem X/

IT 2l

e pro autoasociativni sit: ZW/' = Z%'Tx! = ¢;x!, kde ¢ je
konstanta

e obecné neortogonalni projekce
o Celkem pro matici W = W' + ... + WV bude vstupni vektor Z
zobrazen do linedrniho podprostoru uréeného vektory
)—<'1 )—<'N.
y ey X1
W =ZWr +ZW2% + .+ ZWN = X 4+ ox2 + .. + cyxN
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské u€eni - analyza chovani

Sféra vlivu jednotlivych atraktori (pevnych bodd systému)

@ Pro biparitni vzory se mé&fi Hammingovou vzdalenosti
(~ potet riznych sloZek dvou vektor().

@ Index
n/2

=) hpp,
h=0

kde pp, je procento vzord s Hamm. vzd. h, které
,,zkonvergovaly” k danému atraktoru.



Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské u€eni - analyza chovani

@ S rostoucim pottem ukladanych vzori se ,,sféry vlivu”
jednotlivych atraktort zmensuji a hrozi vznik nepravych
stabilnich stavii

e Inverzni vzory k uloZzenym
o Velky crosstalk - pokud bude pf¥ilis velky, miiZze byt d¥ive
uloZeny vzor i ,,zapomenut”

Rekurentni sit (se zp&tnou vazbou)
@ Lepsi konvergence oproti asociativni paméti bez zpé&tné vazby

o VEétsi |, sféry vlivu” jednotlivych atraktorli — vétsi problém s
kapacitou sité

26
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské u&eni

Hebbovské u€eni - analyza chovani

P¥iklad - srovnani indexu pro sit s a bez zp&tné vazby

2] one iteration
14
1} T T T T
1 2 3 4 5 6 7
Number of stored vectors

Odhad kapacity sité

@ m ... polet vzorl, které lze uloZit do autoasociativni paméti s
matici W tvaru n X n

@ m ~ 0.18n ... maximalni kapacita sité
@ Pro korelované vzory mize byt problém i pro m < 0.18n



Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Hebbovské ucenf

Hebbovské u€eni - analyza chovani

@ V redlnych aplikacich jsou vzory téméf vzdy korelované a
crosstalk pak miZe v pFl’padé Hebbovského uéeni ovlivnit
rozpoznavani XxPW = yP(xP - XP) + Z,;ép V(R xP)

@ Vzajemna korelace ukladanych vzor(i vede ke snizeni kapacity
asociativni paméti (poctu vzor(, které Ize uloZit a rozpoznat)

@ uklddané vzory pak nepokryvaji rovnomérné cely p¥iznakovy
prostor, ale soustfedi se do mensi oblasti
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

— je tfeba hledat alternativni metody uéeni schopné minimalizovat
perturbaci mezi uklddanymi vzory

— pouziti pseudoinverzni matice namisto korela¢ni
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Definice
@ Pseudoinverzni matici k matici n x m redlnych &isel X je
matice X redlnych &isel s ndsledujicimi vlastnostmi:
Q@ XXTX=X
Q@ XTXXT =X+
@ XX a XX jsou symetrické

Pseudoinverzni matice vZdy existuje a je jednoznaéné& uréena.
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Uloha
o Na vstupu je N n—rozmé&rnych vektori X', ..., XN
. matice X tvaru N x n
e Na vystupu je N m-rozm&rnych vektora ¥, ..., yN
. matice Y tvaru N x m
@ Hleddme takovou matici vah, ze XW =Y
(ve zjednodu¥eném p¥ipadg, obecné jesté aplikace pfenosové
funkce ... f(XW) =Y)
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Hledame matici W t.z. XW =Y
e Népad: W = XY
@ Problém: k matici X nemusi existovat inverzni matice X !

e obecné m#£n

o vektory X1,..., XN

nemusi byt navzdjem linedrné nezdvislé

— hleddme matici, kterd by minimalizovala | XW — Y/||?
. minimalizace pomoci W = XY

32/44



Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Véta
@ Necht X je matice redlnych &isel tvaru N x n, Y je matice
redlnych &isel tvaru N x m. Matice W = XY tvaru n x m
minimalizuje || XW — Y|2.
e ZiroveR X minimalizuje || XX — |
o pokud X! existuje, bude navic | XX —1]|> =0, tj.
Xt =Xx1
o pokud X! neexistuje, bude X* jeji nejlepéi mozn4d aproximace

I2.
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Jak spoctitat pseudoinverzni matici?
@ nap¥. aproximace pomoci BP-siti ... BP-sit vyuZita k nalezeni
vah asociativni sité

@ o ... skute¢ny vystup
@ y ... pozadovany vystup
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Asociativni sité (pamé&ti)
U&eni asociativnich siti
Metoda pseudoinverzni matice

Metoda pseudoinverzni matice

Vypocet pseudoinverzni matice pomoci BP-sité
@ Pro |-ty vstupni vektor se porovna vystup sité s vektorem y' a
spodita se Ej.
@ Celkova kvadratickd odchylka E = Z,N:, E; pak odpovida
| XW — Y2
@ Algoritmus zpétného Siteni pak najde matici W, kterd
minimalizuje || XW — Y.
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamét)

BAM = Bidirectional Associative Memory

@ synchronni rekurentni asociativni pamét s obousmé&rnymi
synapsemi.
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamé&t)

BAM = Bidirectional Associative Memory
@ synchronni rekurentni asociativni pamét s obousmé&rnymi
synapsemi.

o Skldda se ze dvou vrstev neurontll, které si mezi sebou
rekurzivn& posilaji informace.

e Vstupni vrstva posila vysledky svého vypocltu vystupni vrstvé —
prostfednictvim vah sité.

e Vystupni vrstva vraci vysledky svych vypo&tii zpét vstupni
vrstvé — prostfednictvim stejnych vah.

Otdzka: Dosahne sit stabilniho stavu, kdy se po n&kolika iteracich
uz nebude ménit informace posiland sem a tam?
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamé&t)

Popis modelu BAM
@ Skokova prenosova funkce (sgn).
@ Biparitni kédovani hodnot.

@ Vahovd matice W je tvaru n x m

Vypotet BAM
o Sit zobrazi n—rozmé&rny vstupni vektor X° na m-rozmérny
vystupni vektor y°
@ Po prvnim doptedném priichodu siti dostaneme:
V0 = sgn(x°W)
@ Po prvnim zpétném priichodu dostaneme: X! = sgn(Wy°T)
e Po dal$im dopredném priichodu: y! = sgn(x' W)
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamé&t)
Vypoéet BAM

@ Po N iteracich mdme N + 1 dvojic vektorii X
V2, ..., yN pro které plati:

0 2N
X a

Vo= sgn(XW)
)—<»i+1 — Sgn(WyiT)

@ Otazka: Nalezne systém po nékolika iteracich pevny bod

(X, y) tak, aby platilo:
= sgn(XW)
= sgn(WyT")

X1 <u
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamé&t)
Vypocet vahové matice ... pomoci Hebbovského uceni

e pro jeden vzor (X, y):

-l

W/ — )—('/Ty

% sgn(X'W') = sgn(X'3'T ')
_ ol

= sgn(|¥'|?¥") =y

a zaroven

)—<»IT — Sgn(WI}—/»IT):Sgn()—(»IT}—/»I)—/»/T)
= sgn(XT| 7P =T
1. %N

@ pro vice vzord X

wW=w!+ .. +wVN

40 /44



Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit

Bidirektivni asociativni sit (pamé&t)

Vypocet vahové matice
@ Lze pouZit Hebbovské uceni nebo Metodu pseudoinverzni
matice
@ Vzory by mély byt navzdjem ortogonalni ( — men3i crosstalk)

@ BAM lze pouZit i jako autoasociativni sit&, protoZe matice vah
jsou symetrické (X = XW a XT = WXT)
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Asociativni sité (pamé&ti)
Bidirektivni asociativni sit
Asynchronni BAM

Asynchronni BAM

@ KaZzdy neuron nahodné spoditd svou excitaci a

@ Zméni svij stav na 1 nebo -1 nezdvisle na ostatnich (ale podle
znaménka své excitace)

@ Pravdépodobnost, Ze budou dva neurony souéasné ménit sviij
stav, je nulovd

@ Predpoklad: stav neuronu se neméni, je-li celkovd excitace
nulovd
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Asynchronni BAM

Stabilni stav BAM
= dvojice vektort (X, y), pro kterou plati:

sgn(XW)
= sgn(Wy")

Xl <y
|

Véta
@ Bidirektivni asociativni pamét s libovolnou matici vah W
dosahne stabilniho stavu v kone¢ném poctu iteraci — a to jak

pomoci synchronni, tak také pomoci asynchronni aktualizace.

— libovolna redlnd matice vah W ma bidirektivni stabilni
biparitni stavy
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Definice: Energeticka funkce sité BAM

S 1. abal
E(X,y) = —ZxWyT = —1/2ZZXW,'J'X,')/J'
i=1 j=1
Naznak diikazu véty

@ LokdIni minima energetické funkce odpovidaji stabilnim
staviim.

o Kazda aktualizace stavu sité vede ke snizeni jeji celkové
energie.

@ Stavi je kone&n& mnoho — vypolet skon&i v kone¢ném pottu
krokd.
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