
Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

BP śıtě - analýza modelu

Minule

Techniky pro zrychleńı učeńı a pro zlepšeńı konvergence a
aproximačńıch schopnost́ı BP-śıt́ı

Adaptivńı parametr učeńı, učeńı s momentem
Pseudonewtonovké metody
Metody konjugovaných gradient̊u
Relaxačńı metody
...

Srovnáńı těchto algoritmů

Matlab → User Guide → Backpropagation → Speed and
Memory Comparisons

bylo za domáćı úkol
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Různé metody učeńı BP-śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı a jeho modifikace I.

traingd ... algoritmus zpětného š́ı̌reńı (BP)

traingdm ... BP s momentem

traingda ... BP s adaptivńım parametrem učeńı

traingdx ... BP s adaptivńım parametrem učeńı a momentem

Pseudonewtonovské metody

trainlm ... Levenberg-Marquardt̊uv algoritmus

trainloss ... Quickprop

trainbfg, trainbfgc ... daľśı pseudonewtonovské metody
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Různé metody učeńı BP-śıtě

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı a jeho modifikace I. Metody
konjugovaných gradient̊u

trainscg ... Moeller ...Metoda škálovaných konjugovaných
gradient̊u

traincgf ... Fletcher-Reeves

traincgp ... Polak-Ribiere

traincgb ... Powell-Beale

Relaxačńı metoda

trainrp ... Resilent method

3 / 33



Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy

Př́ıklad

Uvažujeme śıt’ s x skrytými neurony a stejný p̌ŕıklad (data)
jako minule.

Napǐstě skript (nebo i pomocné funkce), který nauč́ı k (=100)
śıt́ı 4 z těchto metod (pro vhodně zvolené parametry
trainParam) a spoč́ıtá:

pr̊uměr (mean) a směrodatnou odchylku (std) počtu cykl̊u a
času ( tr.best epoch, tr.time)
pr̊uměr (mean) a směrodatnou odchylku (std) výsledné chyby
na trénovaćı, testovaćı a validačńı množině (tr.perf, tr.vperf,
tr.tperf pod indexem tr.best epoch)

Alternativně lze použ́ıt k-násobnou ǩŕıžovou validaci jako v
minulém dom. úkolu (pro k=10) - źıskáme rychleǰśı, ale méně
stabilńı odhad.

Jak dopadlo srovnáńı jednotlivých metod?
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy

for i=1:k
net = newff(p,t,[5],{’tansig’,’purelin’},method);
net.inputs{1}.processFcns = {}; % ... atd.
net.trainParam.epochs = 1500; net.trainParam.max fail = 100;
% net.trainParam.lr=0.6; net.trainParam.mc=0.6;
% net.trainParam.lr dec=0.6;
[net1,tr] = train(net,p,t);
v(i,1) = tr.time(1,end); % cas
v(i,2) = tr.best epoch; % pocet cyklu
v(i,3) = tr.perf(1,tr.best epoch+1); % chyba trenovaci
v(i,4) = tr.vperf(1,tr.best epoch+1); % chyba validačńı
v(i,5) = tr.tperf(1,tr.best epoch+1); % chyba testovaćı

end
vysl = reshape([mean(v); std(v)],1,10); % vysledek v poli
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy - pro 5 skrytých neuronů

Př́ıklad výsledku experimentu - čas
metoda čas počet cykl̊u
traingd 22.0± 2.1 1451.7± 167.7
traingdm 21.9± 3.5 1454.5± 251.7
traingda 18.2± 7.0 1217.2± 520.2
traingdx 16.4± 7.6 1083.2± 564.9

Př́ıklad výsledku experimentu - chyba
metoda Etr Ev Et

traingd 0.043± 0.062 0.049± 0.072 0.047± 0.069
traingdm 0.052± 0.083 0.053± 0.080 0.056± 0.086
traingda 0.010± 0.035 0.011± 0.035 0.014± 0.041
traingdx 0.005± 0.021 0.013± 0.042 0.011± 0.034

Pro statisticky významné srovnáńı:

alespoň k=100 opakováńı nebo 10-násobná ǩŕıžová validace
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy - pro 5 skrytých neuronů,
pokračováńı

Př́ıklad výsledku experimentu - čas
metoda čas počet cykl̊u
traingd 22.0± 2.1 1451.7± 167.7
trainlm 27.2± 12.4 1203.2± 596.8
trainscg 26.9± 12.9 991.4± 535.7
trainrp 19.5± 9.2 1086.7± 572.8
traincgf 5.0± 2.2 1083.2± 92.1

Př́ıklad výsledku experimentu - chyba
metoda Etr Ev Et

traingd 0.0431± 0.062 0.049± 0.072 0.047± 0.069
trainlm 0.0022± 0.014 0.009± 0.034 0.396± 3.252
trainscg 0.0005± 0.002 0.004± 0.019 0.025± 0.090
trainrp 0.0044± 0.022 0.008± 0.030 0.007± 0.032
traincgf 0.0017± 0.009 0.010± 0.029 0.006± 0.017
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy - pro 2 skryté neurony

Př́ıklad výsledku experimentu - čas
metoda čas počet cykl̊u
traingd 21.3± 4.4 1421.2± 318.6
traingdm 20.7± 5.7 1371.4± 409.6
traingda 11.4± 6.6 701.1± 481.5
traingdx 9.4± 7.1 566.9± 525.8

Př́ıklad výsledku experimentu - chyba
metoda Etr Ev Et

traingd 0.156± 0.112 0.161± 0.124 0.159± 0.122
traingdm 0.165± 0.111 0.170± 0.116 0.174± 0.115
traingda 0.118± 0.085 0.115± 0.086 0.122± 0.093
traingdx 0.098± 0.086 0.098± 0.089 0.106± 0.097
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Řešeńı domáćı úlohy

Řešeńı domáćı úlohy - pro 2 skryté neurony, pokračováńı

Př́ıklad výsledku experimentu - čas
metoda čas počet cykl̊u
traingd 21.3± 4.4 1421.2± 318.6
trainlm 16.7± 13.3 730.2± 660.5
trainscg 10.9± 11.3 341.3± 465.5
trainrp 9.5± 8.1 820.3± 618.8
traincgf 4.2± 2.3 103.3± 88.4

Př́ıklad výsledku experimentu - chyba
metoda Etr Ev Et

traingd 0.156± 0.112 0.161± 0.124 0.159± 0.122
trainlm 0.043± 0.079 0.049± 0.091 4.402± 13.994
trainscg 0.055± 0.078 0.061± 0.086 0.084± 0.125
trainrp 0.098± 0.085 0.095± 0.090 0.109± 0.099
traincgf 0.073± 0.086 0.074± 0.090 0.077± 0.090
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

Bias-Variance Tradeoff

Schopnost śıtě zobecňovat

Bias-Variance Tradeoff (dilema)

MSE vyjaďruje odchylku mezi skutečnou a požadovanou
odezvou śıtě:
E = 1

2N

∑
p

∑
i (dp

i − yp
i )2 ∼ Ep,i [d

p
i − yp

i ]2

dp
i je požadovaný i-tý výstup śıtě

yp
i je skutečný i-tý výstup śıtě

i je index p̌res výstupńı neurony
p je index p̌res možné trénovaćı vzory

MSE mohu rozložit na Variance a Bias:

E = Ep,i [d
p
i − yp

i ]2

= E [yp
i − E [yp

i ]]2 + [E [yp
i ]− dp

i ]2

= Var(yp
i ) + Bias2(yp

i )
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

Bias-Variance Tradeoff

Bias-Variance Tradeoff

Vztah mezi vychýleńım (Bias) a rozptylem (Variance)

Zálež́ı na architektǔre śıtě (na počtu vrstev a neuronů) - tj. na
počtu parametr̊u modelu

Bias a Variance jdou proti sobě - hledáme kompromis

Malá śıt’

velký Bias, ńızký rozptyl
potenciálně chybné, ale stabilńı predikce (pro r̊uzné trénovaćı
množiny a počátečńı hodnoty vah)
hroźı underfitting (śıt’ se nenaučila správně)

Velká śıt’

velký rozptyl, ńızký Bias
hroźı overfitting - śıt’ se p̌reučila, špatně zobecňuje
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

Bias-Variance Tradeoff

Bias-Variance Tradeoff
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

VC–dimenze

Vapnik – Chervonenkisova dimenze (VC–dimenze)

Definice
Necht’ C = {fi} je množina funkćı. Množinu m trénovaćıch vzor̊u
{xk}, k = 1, . . . ,m lze rozčlenit pomoćı C, jestliže pro každé ze 2m

možných označeńı těchto vzor̊u 1 / 0 , existuje alespoň jedna
funkce fi , která tomuto označeńı vyhovuje.

Definice
VC-dimenze V množiny funkćı C je definována jako nejvěťśı m ,
pro které existuje množina m rozčlenitelných trénovaćıch vzor̊u.

Př́ıklad

VC-dimenze množiny lineárńıch indikačńıch funkćı tvaru
{
∑n

i=1 wxi + b} v n-dimenzionálńım prostoru je n+1.

VC-dimenze množiny funkćı tvaru {sin(αx)} je nekonečná.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

VC–dimenze

Vapnik – Chervonenkisova dimenze (VC–dimenze)

VC-dimenze je důležitá pro správné zobecňováńı - velká
VC-dimenze vede obvykle k hořśımu zobecňováńı

VC-dimenze množiny funkćı obecně nezáviśı na počtu
parametr̊u - aby śıt’ dob̌re zobecňovala, může ḿıt mnoho
parametr̊u, ale měla by ḿıt malou VC-dimenzi.

Pokud je VC-dimenze C rovna nekonečnu, je takový problém

”
nenaučitelný“
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Analýza modelu

VC–dimenze

Vapnik – Chervonenkisova dimenze (VC–dimenze)

Pravidla

Pro śıt’ s počtem vah W a počtem neuronů H a s omezeńım
pro generalizačńı chybu ε, je počet trénovaćıch vzor̊u N
poťrebných pro správné zobecňováńı: N ≥ W

ε log2(Hε ).

Vrstevnatá śıt’ s 1 skrytou vrstvou nemůže dob̌re zobecňovat,
jestliže N ≥ W

ε

Pro požadovanou p̌resnost alespoň 90 % je ťreba vybrat
alespoň 10 ·W vzor̊u
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Jak zajistit, aby śıt’ dob̌re zobezňovala?

Jak sńıžit VC-dimenzi?

Naj́ıt ”optimálńı”architekturu

Samplovaćı techniky

Early stopping - včas zastavit učeńı za použit́ı validačńı
množiny (už jsme prob́ırali).
Krosvalidace (už jsme prob́ırali)

Regularizačńı techniky

Učeńı s nápovědou

Prǒrezáváńı
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Regularizačńı techniky

Regularizačńı techniky

Základńı princip

Přidávaj́ı k chybové funkci (MSE) daľśı penalizačńı členy:
E = cmseEmse + cAEA + cBEB + ...

Occamova b̌ritva: Menš́ı śıtě s jednoduš̌śı, hladš́ı funkćı lépe
zobecňuj́ı (VC-dimenze)

Existuje celá řada jednoduchých i sofistikovaných
penalizačńıch členů.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Regularizačńı techniky

Regularizačńı techniky

Weight decay (Werbos, 1988)

asi nejznáměnš́ı a nejpouž́ıvaněǰśı penalizačńı člen:

E = βEmse + (1− β)
1

N

N∑
i=1

w 2
i

i je index p̌res všechny váhy a prahy v śıti
β ∈< 0, 1 > udává váhu jednotlivých chybových členů

V pr̊uběhu učeńı se snižuj́ı hodnoty vah v absolutńı hodnotě

Prevence paralýzy śıtě

Je možné ze śıtě odstranit hrany s p̌ŕılǐs malými vahami

Bohužel často p̌ŕılǐs nezlepšuje zobecňováńı (ale existuj́ı
”lepš́ı”reg. členy)
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Regularizačńı techniky

Jak je to v Matlabu

Implementované techniky pro zlepšeńı zobecňováńı
User Guide → Backpropagation → Improving Generalization

Rozděleńı dat mezi trénovaćı, validačńı a testovaćı množinu

lze nastavit net.divideFcn a j́ı p̌ŕıslušné net.divideParam

dividerand ... náhodně (trainRatio, valRatio, testRatio)

divideint ... bez p̌reuspǒrádáńı (trainRatio, valRatio,
testRatio)

divideind ... indexy zadá uživatel (trainInd, valInd, testInd)

Regularizačńı techniky - Weight decay

net.performFcn = ’msereg’

net.performParam.ratio ... váha chybového členu
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Učeńı s nápovědou

Učeńı s nápovědou

(Mostafa,1993;Suddarth,1990)

(a) Śıt’ během učeńı (b) Śıt’ po naučeńı

Zvyšuje schopnost śıtě zobecňovat a zrychluje učeńı (VC-dimenze).

Vede k hladš́ı funkci śıtě, podporuje prǒrezáváńı.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Prǒrezáváńı śıtě

Prǒrezáváńı śıtě

Myšlenka:

Vyhodnoceńı, které části BP-śıtě jsou důležité

hrany
skryté neurony
vstupńı p̌ŕıznaky

Odstraněńı zbyečných část́ı BP-śıtě

Důvody:

Zrychleńı výpočtu, sńıžeńı prostorové náročnosti.

Zlepšeńı schopnosti śıtě zobecňovat, detekce a řešeńı
problému s p̌reučeńım (overfitting)

Vytvǒreńı śıtě s jasnou strukturou.

Automatická detekce důležitých vstupńıch p̌ŕıznak̊u.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Prǒrezáváńı śıtě

Prǒrezáváńı śıtě

Algoritmus:

1 Nauč́ıme BP-śıt’ s dostatečně velkou architekturou.
2 Dokud klesá chyba na validačńı množině (nebo dokud

nep̌rekroč́ı určitou mez):
1 Spočteme relevanci skrytých neuronů nebo hran.
2 Odstrańıme nejméně relevantńı neuron či hranu (neurony či

hrany).
3 Douč́ıme śıt’.

Problémy:

Výpočet relevance skrytých neuronů nebo hran.

Strategie, jak odstraňovat neurony / hrany.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Prǒrezáváńı śıtě

Prǒrezáváńı śıtě

Použ́ıvané ḿıry relevance (pro skryté neurony):

Goodness factor: Gi =
∑

p

∑
j(yp

i wij)
2

Zvýhodňuje neurony, ze kterých vedou hrany s velkou vahou a
které aktivńı jsou pro veťsinu vstupńıch vzor̊u.

Consuming energy: Ei =
∑

p

∑
j yp

i wijyj
Zvýhodňuje neurony, které jsou často aktivńı, a to společně s
neurony v následuj́ıćı vrstvě.

Součet vah: Wi =
∑

j(wij)
2.

Nejjednoduš̌śı, ale účinná strategie.

Citlivostńı koeficienty
...
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Citlivostńı analýza

Citlivostńı analýza [Zurrada at al. 1994]

Jak zjistit, které vstupńı p̌ŕıznaky jsou pro neuronovou śıt’

d̊uležité? ... Citlivostńı analýza

Obecně: mě̌ŕı, jak moc je výstup neuronu (typicky výstupńıho)
citlivý na malou změnu některých parametr̊u (typicky vah
nebo vstupů)

Umožňuje identifikovat důležité a naopak nedůležité části śıtě.

Umožňuje poznat, jak moc je který vstupńı p̌ŕıznak důležitý
pro výpočet śıtě.

Obecná ḿıra relevance:

Sij =
∂yj
∂xi

yj ... j-tý výstup śıtě (neuronu)
xi ... i-tý vstup śıtě (neuronu)
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Citlivostńı analýza

Citlivostńı analýza

Výpočet citlivostńıch koeficient̊u

Citlivost výstupu neuronu j na jeho
i-tý vstup:

Sij =
∂yj
∂xi

= f ′(ξj)wij .
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Citlivostńı analýza

Citlivostńı analýza

Výpočet citlivostńıch koeficient̊u

Citlivost výstupu neuronu j na výstup
neuronu i :
Sij =

∂yj
∂yi

=
∑

k SkjSik =∑
k f ′(ξj)wkjSik .

Citlivost výstupu (výstupńıho) neuronu
j na vstup śıtě xi :

Sij =
∂yj
∂xi

=
∑

k f ′(ξj)wkjSik .
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Citlivostńı analýza

Citlivostńı analýza

Poznámky

Citlivostńı analýzu lze použ́ıt k prǒrezáńı śıtě (hlavně vstupů -
těch s ńızkou citlivost́ı).

Jak se zbavit výpočtu derivaćı? ... ”zašuměńım”(malinko
pozměńım jeden vstup a pod́ıvám se, jak moc se změnil
výstup)

Citlivost śıtě

Chováńı śıtě na zašuměných datech ... indikátor, jak dob̌re śıt’

zobecňuje.
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Př́ıklad

Př́ıklad: Data ze Světové banky - Indikátory světového
vývoje

1 PPP konverzńı faktor, ḿıstńı měna vzhledem k mezinárodńımu $
2 Mı́ra PPP konverzńıho faktoru vzhledem k oficiálńımu směnnému kurzu
3 Aktuálńı hodnota státńıho dluhu, % vývozu zbož́ı, služeb a p̌ŕıjmů
4 Krátkodobý dluh, % celkového dluhu
5 Krátkodobý dluh, % vývozu zbož́ı, služeb a p̌ŕıjmů
6 Celkový státńı dluh, % HNP
7 Gini index
8 Př́ıjem státńıho rozpočtu z dańı, % HDP
9 Daně z p̌ŕıjmu, zisku a investic, % státńıch p̌ŕıjmů
10 Daně ze zbož́ı a služeb, % p̌ŕıjmů
11 Daně z mezinárodńıho obchodu, % p̌ŕıjmů
12 Sociálńı p̌ŕıspěvky, % p̌ŕıjmů
13 Výdaje na výzkum a školstv́ı, % HDP
14 Deflace HDP, % r̊ustu

15 Úmrtnost novorozenc̊u, celkem (porody na ženu)
16 Vlastńıci pevných a mobilńıch telefonů, na 1000 obyvatel
17 Růst HDP, ročně, %
18 Vývoz vyspělé technologie, % vývozu pr̊umyslového zbož́ı
19 Inflace, deflace HDP (ročně, %)
20 Uživatelé internetu, na 1000 obyvatel
21 Pr̊uměrná délka života, roky
22 Výdaje na zbrojeńı, % HDP
23 Počet obyvatel na hranici národńı ḿıry chudoby, % obyvatelstva
24 Aktuálńı hodnota státńıho dluhu, % HNP
25 Celkový státńı dluh, % vývozu zbož́ı, služeb a p̌ŕıjmů
26 HNP - Parita kupńı śıly
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Vrstevnatá neuronová śıt’

Techniky pro zlepšeńı schopnosti BP-śıtě zobecňovat

Př́ıklad

Př́ıklad: Data ze Světové banky - Indikátory světového
vývoje

Citlivost BP-śıtě na vstupńı p̌ŕıznaky

Důležité p̌ŕıznaky:
16 Vlastńıci pevných a mobilńıch telefonů
9 Daně z p̌ŕıjmů
10 Daně ze zbož́ı a služeb
20 Uživatelé internetu
24 Aktuálńı hodnota státńıho dluhu
2 PPP konverzńı faktor
7 GINI index

Nevýznamné p̌ŕıznaky:
17 Růst HDP
19 Inflace
22 Výdaje na zbrojeńı
14 Deflace HDP
1 PPP konverzńı faktor
5 Krátkodobý dluh
25 Celkový státńı dluh)
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Př́ıklad

Př́ıklad: Data ze Světové banky - Indikátory světového
vývoje

Citlivost BP-śıtě na vstupńı p̌ŕıznaky
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Př́ıklad

Př́ıklad: Data ze Světové banky - Indikátory světového
vývoje

Vzájemná závislost parametr̊u
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Praktické poznámky

Daľśı praktické poznámky

Klasifikace do v́ıce ťŕıd pomoćı BP-śıtě

Obvykle pro každou ťŕıdu jeden výstup (indikátor ťŕıdy). ...
cv7 klasifikace.m

Predikce časových řad

Obvykle predikce daľśı hodnoty na základě p̌redchoźıch. ...
cv7 sin.m

Proklet́ı dimenzionality

Pro velký počet vstupńıch parametr̊u mohu ḿıt dat kolik chci,
a stejně jich bude málo → redukce počtu parametr̊u (nap̌r.
selekce)
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Domáćı úkol

Domáćı úkol - dobrovolný

Nahrad́ı jeden p̌redchoźı chyběj́ıćı.

Najdětě si nějakou vlastńı fotografii (obrázek) a upravte skript
cv7 bitmapa.m tak, aby výrazně pozměnil jej́ı barevnost (ale
jinak, než v původńım skriptu) (zvolit jinak budete asi muset
p̌redevš́ım architekturu śıtě a trénovaćı vzory ”nav́ıc”).

Pošlete mi pozměněný skript i původńı a několik výsledných
fotografii (obrázk̊u).
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