
Perceptron

Řešeńı domáćıch úloh

Řešeńı úloh I.

Generováńı vektoru se dvěma shluky

Napǐste funkci randv2n(n1,S1,R1,n2,S2,R2), která vygeneruje
řádkový vektor obsahuj́ıćı n1 hodnot s normálńım rozděleńım
se sťredńı hodnotou S1 a rozptylem R1 a n2 hodnot s
normálńım rozděleńım se sťredńı hodnotou S2 a rozptylem R2.
Vytvǒrte histogram vygenerovaných dat.

Řešeńı

function v = randv2n(n1,S1,R1,n2,S2,R2)
x = S1 + sqrt(R1)*randn(1,n1);
y = S2 + sqrt(R2)*randn(1,n2);
v = [x y];

end
v = randv2n(50,3,1,50,-1,0.5);
hist(v,20);
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Perceptron

Řešeńı domáćıch úloh

Řešeńı úloh II.

Generováńı shluk̊u ve 2D

Napǐste funkci randv2D(p), která vygeneruje n shluk̊u podle
daného p̌redpisu. p je matice n × 5. p(i , 1) je počet hodnot se
sťredńı hodnotou p(i , 2) a a rozptylem p(i , 3) v prvńı
soǔradnici a se sťredńı hodnotou p(i , 4) a a rozptylem p(i , 5) v
druhé soǔradnici. Zobrazte vygenerované shluky do 2D grafu.

Řešeńı

function v = randv2D(p)
v = [];
for i = 1 : size(p,1)

n = p(i,1);
Sx = p(i,2); Rx = p(i,3); Sy = p(i,4); Ry = p(i,5);
y = [Sx + sqrt(Rx)*randn(1,n); Sy + sqrt(Ry)*randn(1,n)];
v = [v y];

end
end
v=randv2D([60,-5,1,-5,1; 80,5,2,5,2; 50, 4,1,0,4]);
plot(v(1,:),v(2,:),’r.’)
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Perceptron

Řešeńı domáćıch úloh

Řešeńı úloh II.

Generováńı shluk̊u ve 2D - voláńı

v=randv2D([60,-5,1,-5,1; 80,5,2,5,2; 50, 4,1,0,4]);
hold on;
plot(v(1,1:60),v(2,1:60),’rx’);
plot(v(1,61:140),v(2,61:140),’gx’);
plot(v(1,141:end),v(2,141:end),’bx’);
hold off;

3 / 24



Perceptron

Řešeńı domáćıch úloh

Řešeńı úloh III.

Generováńı vzork̊u

Navrhnětě funkci select(x,k), která z matice x náhodně vybere
k řádk̊u. Zobrazte původńı a vybraná data do grafu rozd́ılnými
barvami nebo značkami.

Užitečná funkce randperm(N)

Řešeńı

function v = selectk(x,k)
p = randperm(size(x,1));
p = p(1,1:k);
v = x(p,:);

end
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Perceptron

Řešeńı domáćıch úloh

Řešeńı úloh III.

Generováńı vzork̊u - voláńı (pro 2D)

v=randv2D([60,-5,1,-5,1; 80,5,2,5,2; 50, 4,1,0,4]);
z =selectk(v’,50)’;
hold on;
plot(v(1,:),v(2,:),’gx’);
plot(z(1,:),z(2,:),’rx’);
hold off;
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Formálńı (matematický) model neuronu

vniťrńı potenciál ξ =
∑n

i=1 wi .xi − h =
∑n

i=0 wi .xi = −→w .−→x
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

hardlim, hardlims

vniťrńı potenciál ξ =
∑n

i=1 wi .xi − h =
∑n

i=0 wi .xi

f (ξ) = 1 pro ξ ≥ 0 ... neuron je aktivńı

f (ξ) = 0 pro ξ < 0 ... neuron je pasivńı

děĺıćı nadrovina x2 = −w1
w2
x1 + h

w2

0 = w1x1 + w2x2 − h
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

Definice:
Množiny A,B jsou lineárně separabilńı v n-rozměrném prostoru,
pokud existuj́ı č́ısla w1, ...,wn, h taková, že pro každý bod ~x ∈ A
plat́ı

∑n
i=1 wi .xi − h ≥ 0 a pro každý bod ~x ∈ B plat́ı∑n

i=1 wi .xi − h < 0

Pro Boolovský prostor:

n = 2→ 14 z 24 = 16 Boolovských funkćı je lineárně
separabilńıch.
cvičeńı: Které dvě nejsou?

n = 3→ 104 z 28 = 256

n = 4→ 1882 z 216 = 65536

n obecné ... ??
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Lineárńı separabilita

Definice:
Dělićı nadrovina určená (n+1)–rozměrným váhovým vektorem ~w je
množina všech bodů ~x ∈ Rn+1 , pro které ~w .~x = 0

Problém:
Nalézt takové váhy, resp. práh, které by umožnily separaci
(odděleńı) dvou množin vzor̊u (pomoćı děĺıćı nadroviny).

Možné řešeńı:
Perceptronový algoritmus učeńı
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron - algoritmus učeńı

Máme k dispozici

Trénovaćı množina T s trénovaćımi vzory (xp, dp).

xp = (xp1 , ..., x
p
n ) ... vstupńı vzor

dp ∈ {0, 1} ... požadovaný výstup

T můžeme rozdělit do dvou množin P a N:

P ... pozitivńı vzory (dp = 1)
N ... negativńı vzory (dp = 0)

Problém

Nastavit váhy a práh neuronu tak, aby:∑n
i=1 wi .xi − h < 0 ... pro trénovaćı vzory z N∑n
i=1 wi .xi − h > 0 ... pro trénovaćı vzory z P
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron- algoritmus učeńı

Značeńı:

yp = F (xp) ... skutečná odezva (výstup) neuronu pro vstupńı
vzor xp

Ćılová (chybová) funkce

počet chybně klasifikovaných vzor̊u

E =
∑

x∈P(1− F (x)) +
∑

x∈N F (x)

Ćıl učeńı

Minimalizace E v prostoru vah. Nejlépe E = 0.
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron- algoritmus učeńı

Myšlenka a odvozeńı:

...
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron - Algoritmus učeńı (Rosenblatt, 1959)

1 Inicializuj váhy a práh malými náhodnými hodnotami:
(w0

1 , ...,w
0
n ) ... vektor vah v čase 0

h0 ... práh v čase 0
2 Předlož trénovaćı vzor (x t , d t):

x t = (x t1, ..., x
t
n) ... vstupńı vzor

d t ... požadovaný výstup
3 Spočti skutečný výstup (odezvu śıtě):

y t = sgn(
∑n

i=1 w
t
i .x

t
i − ht)

4 Adaptuj váhy:
w t+1
i =

w t
i ... pokud y t = d t

w t
i + αx ti ... pokud y t = 0, d t = 1

w t
i − αx ti ... pokud y t = 1, d t = 0

jinak napsáno w t+1
i = w t

i + αx ti (d t
i − y ti )

α ... parametr učeńı
5 Pokud t nedosáhl maximálńı hodnoty, p̌rejdi ke kroku 2.
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron - Algoritmus učeńı

Jak správně inicializovat váhy?

Heuristika: nap̌r. pr̊uměr vzor̊u z P - pr̊uměr vzor̊u z N

Jak ovlivńı volba parametru učeńı výsledek?

α ∈< 0, 1 >

Nejlépe: α zpočátku velké, postupně α→ 0

Jak zvolit počet adaptačńıch krok̊u?
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Perceptron - Algoritmus učeńı

Výhody

Triviálńı algoritmus

Pro lineárně separabilńı množiny algoritmus konverguje
(nalezne řešeńı v konečném počtu krok̊u) (Rosenblatt, 1959)

Nevýhody

Velmi pomalý algoritmus

Uḿı klasifikovat jen lineárně separabilńı množiny

Chyb́ı rozš́ı̌reńı pro v́ıce neuronů (vrstev)

Špatné zobecňováńı
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Perceptron

Neuron se skokovou p̌renosovou funkćı (perceptron)

Lineárńı separabilita

Přihrádkový algoritmus (Gallant, 1990)

Idea

Použiji perceptronový algoritmus učeńı

Nejlepš́ı doposud nalezený vektor vah je v p̌rihrádce

Pokud najdu lepš́ı váhový vektor, ulož́ım ho do p̌rihrádky

Výhody

Pokud je trénovaćı množina konečná a složky váhového a
p̌ŕıznakových vektor̊u jsou racionálńı, lze ukázat, že
p̌rihrádkový algoritmus konverguje k optimálńımu řešeńı s
pravděpodobnost́ı 1.
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Perceptron

Lineárńı neuron

Adaline (Widrow, 1959)

Neurony s lineárńı p̌renosovou funkćı

yp = f (ξp) = ξp =
∑n

i=1 wi .x
p
i − h... skutečná odezva

(výstup) neuronu pro vstupńı vzor xp

Ćılová (chybová) funkce

MSE ... sťredńı hodnota čtverc̊u chyb:
pro jeden trénovaćı vzor:
Ep = 1

2 (dp − yp)2 = 1
2 (dp − ξp)2 = 1

2 (dp −
∑n

i=1 wi .x
p
i − h)2

pro celou trénovaćı množinu:
E = 1

N

∑
p E

p = 1
2N

∑
p(dp − ξp)2
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Perceptron

Lineárńı neuron

Adaline (Widrow, 1959)

Jiné adaptačńı pravidlo

delta pravidlo ... aktualizace vah a prahu proti směru
gradientu chybové funkce

w t+1
i = w t

i − α
∂E t

∂w t
i

w t+1
i = w t

i + αx ti (d t
i − ξti )

Výhody

Jednoduchý algoritmus

Může se učit pr̊uběžně (on-line)

Predikce i klasifikace

model je ekvivalentńı linárńı regresi
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Perceptron

Cvičeńı

Cvičeńı - Perceptron v Matlabu

User Guide → Perceptrons

% p ... vstupńı vzory n × N, t ... výstupńı vzory 1× N
net = newp(p,t);
% mohu nastavit váhy a práh na počátečńı hodnotu:
% net.IW{1,1}= [1 1]; net.b{1,1} = 0;
% nastaveńı parametr̊u train: net.trainParam
[net1, tr ] = train(net,p,t);
% tr ... training report ... tr.perf
% výstup (odezva) śıtě
y = sim(net1,p);
% počet chybně klasifikovaných p̌ŕıkladů:
e = sum(abs(y-t));
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Perceptron

Cvičeńı

Strategie učeńı

Adaptace vah a prahů může prob́ıhat dvoj́ım způsobem:

sekvenčně pro každý vzor zvlášt’ ... trains

v cyklu pro každý vzor zvlášt’ ... trainc

v cyklu najednou pro celou trénovaćı množinu ... trainb
stabilněǰśı

Pojmy:

iterace = p̌redložeńı jednoho trénovaćıho vzoru

epocha (cyklus) = iterace p̌res celou trénovaćı množinu
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Perceptron

Cvičeńı

Cvičeńı - Lineárńı neuron v Matlabu

User Guide → Linear Filters

net = newlin(p,t);
...
% počet chybně klasifikovaných p̌ŕıkladů:
e = sum(abs(y-t)>0.5);
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Perceptron

Cvičeńı

Cvičeńı - Perceptron a lineárńı neuron v Matlabu

P = [2 1 -2 -1;2 -2 2 1];
T = [0 1 0 1];
net = newlin(P,T);
net.trainParam.goal= 0.1;
[net1, tr1] = train(net,P,T);
netp = newp(P,T);
[net1p, tr1p] = train(netp,P,T);
Otázky:

Č́ım se lǐśı net a netp?

Kolik bylo poťreba cykl̊u k naučeńı?

Jaké jsou výstupy śıt́ı po naučeńı a chyba klasifikace v obou
p̌ŕıpadech?

Zobrazte data a vytvǒrené dělićı nadroviny do grafu.
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Perceptron

Logický prahový obvod

Perceptronová śıt’ jako logický prahový obvod

Pomoćı perceptronu lze realizovat základńı logické funkce

AND ... pr̊unik konvexńıch útvar̊u

OR ... sjednoceńı konvexńıch útvar̊u

NOT, ID

Věta
Každá booleovská formule lze vyjáďrit v disjunktně konjunktńım
tvaru, kde atomy tvǒŕı literály nebo jejich negace.

F = K1vK2v ...vKn

Ki = Ai1ANDAi2AND...ANDAini

Aij = L nebo Aij = notL

→ Každou boolovskou funkci mohu vyjáďrit pomoćı perceptronové
śıtě (kolik vrstev stač́ı?).

23 / 24



Perceptron

Logický prahový obvod

Perceptronová śıt’ jako logický prahový obvod

Cvičeńı 1
Navrhněte váhy a prahy neuronu pro realizaci binárńıch funkćı (pro
binárńı a biparitńı model):

AND ... pr̊unik konvexńıch útvar̊u

OR ... sjednoceńı konvexńıch útvar̊u

NOT, ID

Cvičeńı 2

Navrhněte (co nejmenš́ı) architekturu, váhy a prahy
perceptronové śıtě pro realizaci funkce XOR (pro binárńı a
biparitńı model)
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